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Aufgabe 6

Laut Aufgabenstellung geniigen die Sinus- und Kosinushyperbolikusfunktionen der Differentialgleichung f”(z) =
f(z). Wir stellen f(z) als Potenzreihe dar:

(o]
f(x):ao+a1'fv+a2~x2+...:Zanm”

Durch zweimaliges Ableiten ergibt sich daraus:

f”(:v):2'a2+2'3~a3-x—|—3~4-a4~x2—|—...:Z(n+l)-(n—|—2)~an+2~z"
n=0

Fiihrt man bei beiden Reihen einen Koeffizientenvergleich durch, so ergibt sich folgende Rekursionsbeziehung;:

anz(ncﬁlﬁ

a.)

Aus den Bedingungen f(0) = 0 und f’(0) = 1 lassen sich die ersten beiden Koeffizienten bestimmen, néimlich:

Durch Rekursion folgt daraus allgemein:

— B a2n-1 - 1
’ A2n+1 = @n)-@2n+1) | @n+1)

Also ergibt sich folgende Potenzreihe fiir den Sinushyperbolikus:

_ 2 5 27
sinh(z )_w+§+_+ﬁ+

b.)
Hier ergibt sich aus f(0) =1 und f'(0) =

Allgemein lisst sich dies durch Rekursion fortfithren:

1
ban = @) bany1 =0

Damit kénnen wir auch den Kosinushyperbolikus darstellen:




c.)

Wir berechnen sinh(z) + cosh(z), indem wir die aus den beiden vorherigen Aufgabenteilen erhaltenen Reihen
addieren:

sinh(z) + cosh(z) = co+c1 -z +co- 22 + ...
Durch Addition der jeweiligen Koeffizienten folgt:

co=ap+bg=0+1=1,¢c1=a1+b;=1+0=1

+b 0+ ! !
Cop = Q2p n — o Nt T Ta
e T R (2n)! ~ (2n)!
1 1 1
Gt = Gentt F 02t = G e T T e | T "

Dabei handelt es sich gerade um die Reihenkoeffizienten der Exponentialfunktion:

exp(x i ‘sinh(x) + cosh(z) = exp(x) ‘

Um sinh(x) — cosh(z) zu berechnen, verfahren wir auf dieselbe Weise wie vorher, nur dass wir die Koeffizienten
der Reihen voneinander subtrahieren:

cosh(z) —sinh(z) =do +dy - & +dg - 2% + ...

dozao—bozl—OZLdl:al—blzo—lz—l

dop = ao2n —bap = 5~ — 0= ——;
n

1 1 1
daps1 = aopg1 — bapy1 =0 — P = ! =|d, = (—1)"- ] firn=0,1,2, ... 1 Punkt

(2n+ 1)! (2n+1)
Also gilt:
cosh(z) — sinh(x i i —1)" .2 = i N (—2)" = exp(—z) = ‘ cosh(z) — sinh(x) = exp(—=x) ‘
n=0 nl n=0 nt

Aufgabe 7

Wir berechnen das Integral — wie angegeben — durch Einfithrung eines Parameters \:

[a* ep-ayde = [ Tolexp(-r-o)|  do
A=1
0 0

Nun ist es hier moglich, Integration und Differentiation zu vertauschen, da die zu integrierende Funktion nach
x stetig differenzierbar ist:

3
I / S lewlaen)| / exp(— N
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Aufgabe 8 110 Punkte|
a.)
(y-i)?=(y-i) (y-1) =y i*=| ¢

1.) Es gilt /—1 = +i, da i = —1 ist.
2
2) /=yl = %i- VIl da (i-V/Iol) =yl 1 Punkt

b.)

(z1 +iy1) + (v2 +iy2) = ‘ (z1 4+ 22) +i(y1 + y2) ‘ 1 Punkt

c.)

($1+iy1)'($2+1y2)=‘($1'932—y1'y2)+i($1'y2+$2'y1)‘

d.)

. . . . ! .
zi-z= (1 +iy) 2= (1 +iy) - (+iy) =z 21—y p+i-(z-y1+y-z)=z+iy
Es muss also gelten:

x-xl—y-yl;xundaﬁyl—kywl;y

Diese Gleichungen sind erfiillt fiir:

1 Punkt
e.)

Laut Aufgabenstellung muss also folgende Gleichung beziiglich = und y gelést werden:

. . ! .
(z+1iy) - (22 +iy2) = 21 +ip
Um diese Bedingung zu erfiillen, muss gelten:
row—y2ry=a1 (I

yrwtay=y (1)
I 20+ 11 ys ergibt:

$§+92

Aus IT- 2o — Ty folgt:

y'(xg+y§):$2'y1—x1'y2=> y:w

x5+ Y3

£.)

st = (e tiy) (o - i) =|2® + 4]

Der Ausdruck ist reell und aulerdem > 0.



g)

Z_1221'252($1+iy1)~(x2—iy2): $1'Q?2—|—y1-y2+i.x2.y1_1‘1.y2
2 222 a3+ y3 a3+ y3 23+ y3
h.)

Wir setzen w = x + iy und z = i:

w2:(x+iy)2:x2—y2+2i-m~yéi

Durch Vergleich mit der rechten Seite erhilt man die beiden Bedingungen 22 — 32 =0 und 2-2 -y = 1. Aus
der ersten Gleichung ergibt sich x = +y. Setzen wir die erste Losung in die zweite Gleichung ein, so folgt:

1 1
2. =1=> y:i§\/§,x:i§\/§

Setzen wir die zweite Losung o = —y in die zweite Gleichung ein, so erhalten wir die Bedingung —2 - y? = 1,
die jedoch nur fiir komplexe y erfiillt werden kann. y muss aber reell sein und damit bleiben uns nur die beiden

obigen Losungen fiir x und y, womit als Ergebnis folgt:

1+i
Vi=+
V2




