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Aufgabe 9 Rechnen mit komplexen Zahlen: (5 Punkte)

a) Bringen Sie die folgenden Ausdriicke in die Form a + ib:

8 —1 —1+5i
1 24 3¢

(i +2).

(3 Punkte)

b) Schreiben Sie die komplexe Gleichung 2® + 522 = 2*+3i, wobei z = z +iy
und z* = x — iy, als zwei reelle Greichungen. Trennen Sie dabei nach
Real- und Imaginérteil. (Die Lésung der Gleichungen ist nicht verlangt.)
(2 Punkte)

Aufgabe 10 Komplexe Zahlenebene: (5 Punkte)
Wir wollen die komplexen Zahlen in ei-
nem kartesischen Koordinatensystem darstel-
len, auf deren z-Achse wir den Realteil, und 2= a+bi
auf deren y-Achse wir den Imaginérteil auf- /
tragen. Eine komplexe Zahl z = a + ib wird [
dann als Pfeil vom Ursprung des Koordinaten- :
systems zu den Koordinaten (a, b) dargestellt. « P |
Diese Darstellung wird kompleze Zahlenebene i
genannt.
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a) Zeigen Sie, dass der Betrag der komplexen Zahl, definiert durch r = |z| =
Vz - z*, durch die Linge des Pfeiles gegeben wird. (2 Punkte)

b) Wir bezeichnen den Winkel zwischen dem Pfeil und der z-Achse des
Koordinatensystems, gemessen gegen den Uhrzeigersinn, mit ¢ (siehe
Bild). Zeigen Sie, dass dann z = |z| - (cos ¢ +isiny). (3 Punkte)

Wir bezeichnen die Koordinaten (r, ) als Polarkoordinaten der komplexen
Zahl z. ¢ heil auch Argument der komplexen Zahl.

Aufgabe 11 Kosinus- und Sinusfunktion: (5 Punkte)
Ausgehend von den Reihenentwicklungen fiir die Kosinushyperbolikus- und
Sinushyperbolikusfunktion,

o0 w2n o0 m2n+1
he=S" 2 sinhe=Y —

leiten Sie die Reihenentwicklungen fiir cosh(iy) und sinh(ip) her, indem Sie
formal in den Reihen x durch iy ersetzen, und die Ausdriicke fiir 72 bzw 27 *!
berechnen. Zeigen Sie, dass cosh(iy) rein reell, und dass sinh(iy) rein imaginér
ist. Wir bezeichen die reelle Funktion cosh(ip) = cosp als Kosinusfunktion
und die reelle Funktion sinh(i¢)/i = sin ¢ als Sinusfunktion.



Aufgabe 12 Komplexe Exponentialfunktion: (5 Punkte)

a) Ausgehend von den Reihenentwicklungen fiir die Exponentialfunktion,
zeigen Sie, dass gilt

e’ = cosp +isingp (1)
Zeigen Sie, dass |e®¢| = 1 ist. Zeigen Sie weiter, dass daraus
z=|z|-e¥ (2)

folgt. Zeigen Sie schlieBlich, dass €™ + 1 = 0 (Eulersche Gleichung).
(4 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass

eiap + efinp . einp _ efinp
COSs = sin [

4 2 4 2i
(1 Punkt)

Aufgabe 13 Einheitswurzeln: (5 Punkte)
Wir wollen nun die Lésungen der komplexen Gleichung

2" =1 (3)

(mit n Element der natiirlichen Zahlen) finden. Schreiben Sie diese Gleichung
in Polarkoordinatendarstellung. Finden Sie dann alle Losungen dieser Glei-
chung (Hinweis: es gibt n Losungen). Zeichnen Sie die Losungen in der kom-
plexen Ebene fiir die Félle n = 3 und n = 4.

Aufgabe 14 Rechnen mit Polarkoordinaten: (5 Punkte)
Bringen Sie die folgenden Ausdriicke in die Form re und zeichnen Sie sie in
der komplexen Ebene:

I

1+iV3 —1—i (1-i)% i

Fiir die letzten beiden Ausdriicke gibt es zwei bzw. vier Lésungen.



