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hnen: Freitag, 12.11.2004Aufgabe 9 Re
hnen mit komplexen Zahlen: (5 Punkte)a) Bringen Sie die folgenden Ausdr�u
ke in die Form a+ ib:8i� 1i �1 + 5i2 + 3i i3(i+ 2)2 :(3 Punkte)b) S
hreiben Sie die komplexe Glei
hung z3+5z2 = z�+3i, wobei z = x+iyund z� = x � iy, als zwei reelle Grei
hungen. Trennen Sie dabei na
hReal- und Imagin�arteil. (Die L�osung der Glei
hungen ist ni
ht verlangt.)(2 Punkte)Aufgabe 10 Komplexe Zahlenebene: (5 Punkte)Wir wollen die komplexen Zahlen in ei-nem kartesis
hen Koordinatensystem darstel-len, auf deren x-A
hse wir den Realteil, undauf deren y-A
hse wir den Imagin�arteil auf-tragen. Eine komplexe Zahl z = a + ib wirddann als Pfeil vom Ursprung des Koordinaten-systems zu den Koordinaten (a; b) dargestellt.Diese Darstellung wird komplexe Zahlenebenegenannt.a) Zeigen Sie, dass der Betrag der komplexen Zahl, de�niert dur
h r � jzj =pz � z�, dur
h die L�ange des Pfeiles gegeben wird. (2 Punkte)b) Wir bezei
hnen den Winkel zwis
hen dem Pfeil und der x-A
hse desKoordinatensystems, gemessen gegen den Uhrzeigersinn, mit ' (sieheBild). Zeigen Sie, dass dann z = jzj � (
os'+ i sin'). (3 Punkte)Wir bezei
hnen die Koordinaten (r; ') als Polarkoordinaten der komplexenZahl z. ' hei� au
h Argument der komplexen Zahl.Aufgabe 11 Kosinus- und Sinusfunktion: (5 Punkte)Ausgehend von den Reihenentwi
klungen f�ur die Kosinushyperbolikus- undSinushyperbolikusfunktion,
oshx = 1Xn=0 x2n(2n)! sinhx = 1Xn=0 x2n+1(2n+ 1)!leiten Sie die Reihenentwi
klungen f�ur 
osh(i') und sinh(i') her, indem Sieformal in den Reihen x dur
h i' ersetzen, und die Ausdr�u
ke f�ur i2n bzw i2n+1bere
hnen. Zeigen Sie, dass 
osh(i') rein reell, und dass sinh(i') rein imagin�arist. Wir bezei
hen die reelle Funktion 
osh(i') = 
os' als Kosinusfunktionund die reelle Funktion sinh(i')=i = sin' als Sinusfunktion.



Aufgabe 12 Komplexe Exponentialfunktion: (5 Punkte)a) Ausgehend von den Reihenentwi
klungen f�ur die Exponentialfunktion,zeigen Sie, dass gilt ei' = 
os'+ i sin' (1)Zeigen Sie, dass jei'j = 1 ist. Zeigen Sie weiter, dass darausz = jzj � ei' (2)folgt. Zeigen Sie s
hlie�li
h, dass ei� + 1 = 0 (Eulers
he Glei
hung).(4 Punkte)b) Zeigen Sie, dass
os' = ei' + e�i'2 sin' = ei' � e�i'2i(1 Punkt)Aufgabe 13 Einheitswurzeln: (5 Punkte)Wir wollen nun die L�osungen der komplexen Glei
hungzn = 1 (3)(mit n Element der nat�urli
hen Zahlen) �nden. S
hreiben Sie diese Glei
hungin Polarkoordinatendarstellung. Finden Sie dann alle L�osungen dieser Glei-
hung (Hinweis: es gibt n L�osungen). Zei
hnen Sie die L�osungen in der kom-plexen Ebene f�ur die F�alle n = 3 und n = 4.Aufgabe 14 Re
hnen mit Polarkoordinaten: (5 Punkte)Bringen Sie die folgenden Ausdr�u
ke in die Form rei' und zei
hnen Sie sie inder komplexen Ebene:1 + ip3 � 1� i (1� i) 12 i 14F�ur die letzten beiden Ausdr�u
ke gibt es zwei bzw. vier L�osungen.


