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Aufgabe 9: Rechnen mit komplexen Zahlen 5 Punkte
a.)

8i— 1
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Boi+2?=—i((+22=—i (i+2) (+2)=—i[4-1)+i(2+2)] =[4-3i] 1 Punkt
b.)

224522 =2 +3i
(x+iy)® +5- (x+iy)* =z — iy + 3i
(x+iy)? (v +iy+5) = [(2? —y*) + 2 -2y] - [(x+5) +iy =2 +i- (3 —y)

Durch Vergleich von Real- und Imaginérteil auf beiden Seiten der Gleichung ergibt sich folgendes Gleichungs-
system bestehend aus zwei reellen Gleichungen:

(2> —y?)  (z+5) —22y° =2 Q8] 1 Punkt

(xQ—y2)-y+2xy~(rr+5)=3—y (11) 1 Punkt

Die explizite Losung des Gleichungssystems ist nach Aufgabenstellung nicht verlangt.

Aufgabe 10: Komplexe Zahlenebene 5 Punkte
a.)

|z = v/ (a+1D) - (a —1ib) =|Va? + b? 1 Punkt
|z| ist die geometrische Lénge des Pfeils in der komplexen Ebene. 1 Punkt
b.)

Wir stellen Gleichungen auf fiir den Winkel, welcher vom Pfeil und der x-Achse eingeschlossen wird:
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1 Punkt
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Damit kommen wir auf die sogenannte Polardarstellung der komplexen Zahlen:
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z=Re(z) +i-Im(z) = |2| - cosp+1i- |z -sinapz‘ |z] - (Cosgo—i—isingo)‘ 1 Punkt




Aufgabe 11: Kosinus- und Sinusfunktion
Wir berechnen gerade und ungerade Potenzen von i:

1277, — (_1)11’ i2n+l — (_1)TL 1

5 Punkte

2 Punkte

Damit setzen wir in die Reihendarstellung der Sinus- und Kosinushyperbolikusfunktionen das Argument iy ein

und werten die Ausdriicke aus:

cosh(ip) = Z ((;711))7 ©°" =

n=0
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Aufgabe 12: Komplexe Exponentialfunktion
a.)

Wir werten die komplexe Exponentialfunktion mittels ihrer Reihendarstellung aus:

. B [e%) (190)n B [ee] i2n‘w2n o] 12n+1'¢2n+1 B
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Fiir den Betrag der komplexen Exponentialfunktion ergibt sich:
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|exp(ip)| = cos? ¢ + sin? ¢ =

Aus dem Ergebnis von Aufgabe 10b.) folgt:

z = |z| exp(ip) 2’ |z] - (cosp +isingp) ‘

SchlieBlich gilt:

exp(im) = cosm +isinm ::>‘exp(i7r) +1= O‘

b.)

Mittels der Polardarstellung und cos(—¢) = cos(y) und sin(—¢) = —sin(p) ergibt sich:

exp(ip) = cos + isinp, exp(—ip) = cosp — isin

1,5 Punkte

1,5 Punkte

7 Punkte

2 Punkte

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

Dabei handelt es sich um ein System aus zwei Gleichungen, das nach cos ¢ und sin ¢ aufgelost werden kann:

exp(ip) + exp(—ip) _ cos exp(ip) — exp(—ip)
2 ’ 2i

=sing

Aufgabe 13: Einheitswurzeln

Wir schreiben dazu

2" = (r-exp(ip))" = r" - exp(ing) = r™ - (cos(ny) + isin(ny)) =

1 Punkt

5 Punkte

1 Punkt
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Daraus folgt zunéchst 7 = 1, also r = 1 (r muss positiv definit sein). Weiter folgt cos(ng) = 1 und sin(ny) = 0,
was die Losungen

fir k=0,1,...,n—1

hat. Es gilt also:

k-2 k-2
zzcos( 7T)—&—i~sin< W) firk=0,....,n—1 1 Punkt
n n

Da fiir k = n +m mit m > 0 die Beziehung k - 27w /n = 27 + m - 27 /n gilt, erhalten wir keine neuen Losungen
fiir n > n — 1. Auch fiir n < 0 erhalten wir keine zusétzlichen Losungen. Damit gibt es genau n Losungen. Die

Félle n = 3 und n = 4 sollen auflerdem in der komplexen Ebene veranschaulicht werden:
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Aufgabe 14: Rechnen mit Polarkoordinaten
i)
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iii. )

Bei dieser Aufgabe kommt man auf zwei verschiedene Losungen:
2 T

15 -

1Lk

Losung O Losung O T
7 15 0
(1- i)% 27 - exp (lg) 2% . exp (1%)
-0.5 4

iv.)

Hier gibt es vier verschiedene Losungen:
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.1 T .OT
i1 | exp (15) exp (1 os |
0 2 Punkte
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'i 9 137 gl
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-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Anmerkung:

Alle Phasen sind modulo 27 bestimmt.



