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Aufgabe 15 (4 Punkte)

Die Taylorreihenentwicklung:
Gegeben sei die Reihenentwicklung einer Funktion

o0
f(x):a0+a1$+a21‘2+a3x3+_..:Zanxn (1)
n=0

Zeigen Sie, dass dann die Beziehung
M) =nl-a, (2)

gilt, wobei f(")(0) die n-te Ableitung der Funktion f(z) an der Stelle z =
0 bezeichnet. Wir haben damit gezeigt, dass die Reihenentwicklung dieser
Funktion auch als

" n > £(n)
1@ = 10+ F O+ L2y L0y 57 IO )
! ! — !
geschrieben werden kann.
Aufgabe 16 (4 Punkte)

Fourier-Reihen:
Jede periodische Funktion f(¢) mit Periode T' kann als Fourier-Reihe ent-
wickelt werden:

£(t) = % + 3 [an cos(wnt) + by sin(wnt)], (4)

n=1

wobei w = 27 /T. Die Koeffizienten lassen sich bestimmen aus

T T
an = % /0 dt f(t) cos(wnt), by = % /0 dt f(t) sin(wnt). ()

Berechnen Sie die Entwicklungen der folgenden Funktionen mit Periode 27:

a) Sigezahnfunktion: f(t) =t fiir —w < t < 7. (2 Punkte)

. _ fo fir 0<t<m,
b) Rechteckfunktion: f(t) = { _f fiir m<t<2m. (2 Punkte)
Aufgabe 17 (9 Punkte)
Fallschirmspringer:
Ein Fallschirmspringer wird annidhernd durch die Gleichung
dv dz
ma_—mg—c-v-|v|, P (6)

mit den Anfangsbedingungen z(t = 0) = 2o und v(t = 0) = 0 beschrieben.
Behandeln Sie dieses Problem analog zu dem in der Vorlesung behandelten
Problem m - dv/dt = —mg — cv.



a) Losen Sie die Gleichung (6) durch Separation der Variablen und bestim-
men Sie die Funktionen v(t) und z(t). (4 Punkte)

b) Betrachten Sie die Grenzfille ¢t < 7 und ¢ > 7 wobei 7 = | /e ist.
(2 Punkte)

c) Skizzieren Sie die Funktionen v(t) und z(¢), wobei das asymptotische
Verhalten der Funktionen sowie die charkteristische Zeit 7 korrekt wie-
dergegeben sein sollten. (3 Punkte)

Hinweis: Verwenden Sie das Restultat aus Aufgabe 4d, sowie

1 1. a+zx
7:—1
/da: -2 2 a-z (2] <a) M

Benutzen Sie zur Betrachtung der Grenzfille die Ergebnisse aus Aufgabe 2.

Aufgabe 18 (8 Punkte)

Raketenbeschleunigung;:

Wir betrachten eine Rakete, deren totale Masse M (t) = mo + mgy(t) sich aus
der (zeitlich konstanten) Masse mg der Rakete und der zeitabhingigen Masse
myg(t) des Treibstoffgases zusammensetzt. Die Rakete stofit einen Strom von
heiflem Gas mit einer zeitlich konstanten Relativgeschwindigkeit (d.h. relativ

zur Rakete selbst) von v, nach hinten aus, mit einer Rate von d;’ig(< 0).
Der Riicksto des Gases auf die Rakete iibt auf diese eine Schubkraft aus.
Im Weltall (fern aller grofieren Himmelskorper) kénnen alle anderen Krifte

vernachléssigt werden. Die Bewegungsgleichung der Rakete lautet:

M(t) dzgf) - —vrmegt(t) . 8)

a) Nehmen Sie an, dass my = mgo(1 —t/7) (fiir 0 <t < 1), (d.h. dass das
Gas mit einer konstanten Rate ausgestoflen wird). Bringen Sie Gleichung
(8) in die Form

= 9)

und finden Sie 7'. (1 Punkt)

b) Berechnen Sie v(t) (durch Separation der Variablen) mit Anfangsbedin-
gung v(0) = 0. (1 Punkt)

c¢) Fiir t > 7 bleibt die Geschwindigkeit konstant, da kein Gas zur Beschleu-
nigung mehr vorhanden ist. Berechnen Sie die Endgeschwindigkeit v,!
(1 Punkt)

d) Zeigen Sie durch Integration von v(t), dass der zuriickgelegten Abstand
z(t) (Anfangsbedingung: 2(0) = 0) durch folgenden Ausdruck gebeben
wird:

2(t) = 7'v, [(1 —t/r)In(1 —t/7) + /7] . (10)

(2 Punkte)

e) Berechnen Sie das Verhalten von v(t) und z(¢) fiir kleine Zeiten, indem
Sie die Ergebnisse von 18b) und 18d) fir /7" < 1 entwickeln. Benutzen
Sie dazu die Gleichung (3) aus Aufgabe 15 mit 2 = ¢/7'. (Hinweis: fiir
v(t) und z(t) miissen Sie bis zur Ordnung ¢/7', bzw. (t/7')? entwickeln.)
Erldutern Sie das Ergebnis! (3 Punkte)



