
4. �Ubung zur Vorlesung Theoretishe Physik AUniversit�at Karlsruhe WS 2004/05Prof. Dr. Gerd Sh�on| Dr. Matthias Eshrigwww-tfp.physik.uni-karlsruhe.de/Lehre/Vorrehnen: Freitag, 19.11.2004Aufgabe 15 (4 Punkte)Die Taylorreihenentwiklung:Gegeben sei die Reihenentwiklung einer Funktionf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + a3x3 + � � � = 1Xn=0 anxn (1)Zeigen Sie, dass dann die Beziehungf (n)(0) = n! � an (2)gilt, wobei f (n)(0) die n-te Ableitung der Funktion f(x) an der Stelle x =0 bezeihnet. Wir haben damit gezeigt, dass die Reihenentwiklung dieserFunktion auh alsf(x) = f(0) + f 0(0)x+ f 00(0)2! x2 + f 000(0)3! x3 + � � � = 1Xn=0 f (n)(0)n! xn (3)geshrieben werden kann.Aufgabe 16 (4 Punkte)Fourier-Reihen:Jede periodishe Funktion f(t) mit Periode T kann als Fourier-Reihe ent-wikelt werden: f(t) = a02 + 1Xn=1[an os(!nt) + bn sin(!nt)℄; (4)wobei ! = 2�=T . Die KoeÆzienten lassen sih bestimmen ausan = 2T Z T0 dt f(t) os(!nt); bn = 2T Z T0 dt f(t) sin(!nt): (5)Berehnen Sie die Entwiklungen der folgenden Funktionen mit Periode 2�:a) S�agezahnfunktion: f(t) = t f�ur �� < t < �. (2 Punkte)b) Rehtekfunktion: f(t) = � fo f�ur 0 < t < � ;�fo f�ur � < t < 2� : (2 Punkte)Aufgabe 17 (9 Punkte)Fallshirmspringer:Ein Fallshirmspringer wird ann�ahernd durh die Gleihungmdvdt = �mg �  � v � jvj; dzdt = v (6)mit den Anfangsbedingungen z(t = 0) = z0 und v(t = 0) = 0 beshrieben.Behandeln Sie dieses Problem analog zu dem in der Vorlesung behandeltenProblem m � dv=dt = �mg � v.



a) L�osen Sie die Gleihung (6) durh Separation der Variablen und bestim-men Sie die Funktionen v(t) und z(t). (4 Punkte)b) Betrahten Sie die Grenzf�alle t� � und t� � wobei � =qmg ist.(2 Punkte)) Skizzieren Sie die Funktionen v(t) und z(t), wobei das asymptotisheVerhalten der Funktionen sowie die harkteristishe Zeit � korrekt wie-dergegeben sein sollten. (3 Punkte)Hinweis: Verwenden Sie das Restultat aus Aufgabe 4d, sowieZ dx 1a2 � x2 = 12a ln a+ xa� x (jxj < a) (7)Benutzen Sie zur Betrahtung der Grenzf�alle die Ergebnisse aus Aufgabe 2.Aufgabe 18 (8 Punkte)Raketenbeshleunigung:Wir betrahten eine Rakete, deren totale Masse M(t) = m0 +mg(t) sih ausder (zeitlih konstanten) Masse m0 der Rakete und der zeitabh�angigen Massemg(t) des Treibsto�gases zusammensetzt. Die Rakete st�o�t einen Strom vonhei�em Gas mit einer zeitlih konstanten Relativgeshwindigkeit (d.h. relativzur Rakete selbst) von vr nah hinten aus, mit einer Rate von dmgdt (< 0).Der R�uksto� des Gases auf die Rakete �ubt auf diese eine Shubkraft aus.Im Weltall (fern aller gr�o�eren Himmelsk�orper) k�onnen alle anderen Kr�aftevernahl�assigt werden. Die Bewegungsgleihung der Rakete lautet:M(t)dv(t)dt = �vr dmg(t)dt : (8)a) Nehmen Sie an, dass mg = mg0(1� t=�) (f�ur 0 � t < �), (d.h. dass dasGas mit einer konstanten Rate ausgesto�en wird). Bringen Sie Gleihung(8) in die Form dv(t)dt = vr� 0 � t ; (9)und �nden Sie � 0. (1 Punkt)b) Berehnen Sie v(t) (durh Separation der Variablen) mit Anfangsbedin-gung v(0) = 0. (1 Punkt)) F�ur t � � bleibt die Geshwindigkeit konstant, da kein Gas zur Beshleu-nigung mehr vorhanden ist. Berehnen Sie die Endgeshwindigkeit ve!(1 Punkt)d) Zeigen Sie durh Integration von v(t), dass der zur�ukgelegten Abstandx(t) (Anfangsbedingung: x(0) = 0) durh folgenden Ausdruk gebebenwird: x(t) = � 0vr h(1� t=� 0) ln(1� t=� 0) + t=� 0i : (10)(2 Punkte)e) Berehnen Sie das Verhalten von v(t) und x(t) f�ur kleine Zeiten, indemSie die Ergebnisse von 18b) und 18d) f�ur t=� 0 � 1 entwikeln. BenutzenSie dazu die Gleihung (3) aus Aufgabe 15 mit x = t=� 0. (Hinweis: f�urv(t) und x(t) m�ussen Sie bis zur Ordnung t=� 0, bzw. (t=� 0)2 entwikeln.)Erl�autern Sie das Ergebnis! (3 Punkte)


