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Wir schreiben fiir die Reihen der n-ten und (n + 1)-ten Ableitung

FU2) = ano+ang T+ anz 2+ ...

1 2
FO(@) = apgr0 + Gngr T+ angr2 2 L

usw. Fiir f(x) schreiben wir:

f(x):ao,0+ao,1~:C+ao,2'z2+...

Es ist offensichtlich ag j = a;. Weiter gilt:

‘ An+1,k = Qn,k+1 ° (k + 1)

Daraus ergibt sich:

F0)=ano=an 11 1=an 22-2-1=ay 33-3-2-1="..

:ao’n 'n! =

Damit ist die TAYLOR-Reihenentwicklung gezeigt.

Aufgabe 16
a.)

Das Schaubild der Sdgezahnfunktion sieht folgendermaflien aus:
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,da fOHD(2) = [ (@)

an -nl = fM(0)

- = Op—m,m . =



Die Funktion ist periodisch; es ist f(¢t) = ¢t fir —7 < t < +7, T = 27 und w = 1. Damit berechnen wir
zuerst die Koeffizienten b,, nach der angegebenen Formel, wobei wir das Integral mittels partieller Integration
auswerten wollen:

+m 4

2 1 [sin(n-t) ¢ -t 2
bn =5~ /t-sin(n-t) dt = = - Sm(’; AL U = (=t 1 Punkt
m m n

n n o

Die Koeffizienten a,, sind alle gleich 0, da f(¢) wegen f(t) = f(—t) eine ungerade Funktion ist, cos(n - t)
jedoch eine gerade Funktion. Damit ist ndmlich auch das Produkt dieser beiden Funktionen, also ¢ - cos(n - t)
ungerade und ein Integral einer ungeraden Funktion iiber das Intervall [—7, 47| verschwindet. Damit lautet
die FOURIER-Reihe unserer Sagezahnfunktion:

f(t):2~i#-sin(n-t)

n=1

b.)
Hier wollen wir dasselbe fiir eine Rechteckfunktion durchfiihren:

f(lf)A
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fo fir 0<t<m
ft) =

—fo fir m<t<2m

Die Funktion ist 2m-periodisch, damit gilt w = 1. Die Funktion ist auflerdem wieder ungerade, womit a,, = 0
gilt aus denselben Griinden wie beim ersten Aufgabenteil. Fiir b, gilt:

T 2

b= g | [sintnetyar— [ nar] =212 cosuon| = Lcosto|
n = — ° . mn . — mn . _ — . — . . —_ —
5 o sin(n sin(n — |, cos(n L n cos(n )
0 T
4.f0
flir ungerades n
_ n-m
0 fiir gerades n

Damit lautet die FOURIER-Reihe der Rechteckfunktion:

4ty =sin[(2n+1) -1
oy - Ato 5 sl 1

n=0




Aufgabe 17
a.)

Die Differentialgleichung fiir v(t) lautet:
dv c m-g

E:_E.(—qﬂ—i—vg) mit v, = .

Wir 16sen diese Differentialgleichung durch Trennung der Verdnderlichen:
dv c
—— =——4dt
—v2 + 02 m
Durch Integration unter Verwendung der Anfangsbedingung v(0) = 0 ergibt sich:

v(t) Qo t
v c c
/ﬁz——'/dt’:——'t
v2—v m m
0 0

Das Integral 16st man geschickt mit Partialbruchzerlegung:

v(t)
/ / U(t)
/_Qd” /2i.1n<”e+”/> _ ! .m(L”Et;) 1 .1n(1):21 .m(L”Eg)
Ve — U
0

vE —v 20, ve — 0" /|, 20, Ve — VU(t 20, Ve
t 2.1
m(lete®Y o el 2t e [
Ve — (1) m T g-c

Nun miissen wir die Gleichung noch nach der gesuchten Funktion v(¢) auflosen:

: 1- —2t
L (220 = o = <; = vt (1)

'1+exp(—7 T

Da 42 = o(t) gilt, miissen wir v(t) einmal integrieren (siche Aufgabe 4d), um daraus z(t) zu erhalten:

t t
t/ .’t’:2'—t/
z(t)—zo:/v(t')dt’:—ve~/tanh () ar
T
0 0

:_ve-T./l—exp(—x')dx,:_ve~7. E—l—?ln 1+ exp (—2%)
2 1+ exp(—2') 2 T 2

0

2
Z(t)zove~tve~r~ln(%>

b.)
22
Fiir t < 7 gilt mit der Entwicklungln(1+x):xf?Jr...:
1+ exp (—2 I N t ()’
In M =In T2 (T) =lnf{fl-—-+(-) +...| =
2 2 T T
N O SN 2+ _t, v
T T2 2 T T2 T 272
Damit ergibt sich fiir den Ort z(¢) und die Geschwindigkeit v(¢) in beiden Grenzfillen:
U Fallt < 7:
e 1P
z(t)—zo%—%~—+...:—g-t2+...,v(t)z—g-t—&—...
T
U Fallt > 7:

2(t) —z0 & —Ve -t +ve - T - In(2), v(t) & —v, 1 Punkt



c.)

Anschliefend wollen wir die Funktionen z(¢) und v(¢) mit ihren N&herungen fiir ¢ < 7 und ¢ > 7 skizzieren:

O Schaubild von z(t):

z

20

O Schaubild von v(¢):
A

v

—Ve

Aufgabe 18
a.)

Wir nehmen an, dass die zeitabhidngige Masse durch eine Funktion der Form

1_£> and dme(®) _

Mg = Mg, - < dt

T

_ Mgy
T

beschrieben wird. Die Gesamtmasse ergibt sich aus der Masse der Rakete und der zeitabhingigen Masse des
Treibstofls, also M = mg + mg(t). Werten wir nun mit diesen Angaben die angegebene Differentialgleichung

aus:

do(t) dmgy(t) v, -myg,

=3 =7 T
Weiterhin ergibt sich:

dv v - my, 1
dt T mo + mg, — m.z_o't
b.)

dv

Fri
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; mit 7
T —1

(

mo + My,

E

t

f 1 ]
/dv':vr-/dt'T,_t/ = v(t):—v,nln(l—;)
0

0
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ve:v(T):fvr'ln(lfl> —vr-ln<1L) = vr-ln<&
T’ mo + Mg, mo + Mg,
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Wir machen wieder Gebrauch von der Entwicklung In(1 + a) ~ a — AN

2
v(t) ~ (—v,) - _t _ U = (vr -mg0> ) 1 . Anfangskraft y
T’ 7’ T mo + myg, Anfangsmasse

- (Anfangsbeschleunigung) - >
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Das heif3t, fiir kleine ¢ reicht es, mit der Anfangsbeschleunigung zu rechnen, ohne die Zeitabhingigkeit zu

beriicksichtigen.



