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hnen: Freitag, 26.11.2004Aufgabe 19 (4 Punkte)Die Æ-Funktion:Die Dira
s
he Æ-Funktion ist dur
h die Eigens
haftZ x2x1 dxf(x)Æ(x � x0) = � f(x0) wenn x1 < x0 < x2 ;0 wenn x0 < x1 oder x2 < x0 : (1)de�niert. Intuitiv gilt, dass Æ(0) =1 und Æ(x 6= 0) = 0.Im Folgenden sei x1 < 0 < x2. Formal mathematis
h handelt es si
h ni
ht umeine Funktion sondern um eine Distribution.a) Was ist R1�1dx sinx Æ(x) und R1�1dx 
osx Æ(x) ?(1 Punkt)b) Zeigen Sie (dur
h Substitution y = ax und Bea
htung der Integrations-grenzen!), dass Æ(ax) = 1jajÆ(x), indem Sie zeigen dassZ x2x1 dx f(x) Æ(ax) = 1jajf(0): (2)(1 Punkt)
) Ableitung der Æ-Funktion: Zeigen Sie dass die De�nition der Ableitungder Æ-Funktion dur
h Z x2x1 dx f(x) Æ0(x) = �f 0(0): (3)formal dur
h partielle Integration aus der De�nition der Æ-Funktion er-halten werden kann. Was w�are demna
h eine sinnvolle De�nition derzweiten Ableitung der Æ-Funktion? (2 Punkte)Aufgabe 20 (6 Punkte)Darstellungen der Æ-Funktion:a) Lorentzfunktion-Darstellung: Zeigen Sie, dass folgender Limes der Lor-entzfunktion fL(x),ÆL(x) = lim�!0 fL(x); wobei fL(x) = ��(x2 + �2) ; (4)eine Darstellung der Æ-Funktion ist, indem sie die Lorentzfunktion zei
h-nen (Breite und H�ohe andeuten!), und zeigen dass ÆL(0) =1, ÆL(x 6=0) = 0 , und R x2x1 dx ÆL(x) = 1 wenn x1 < 0 < x2. (2 Punkte)b) Gaussfunktion-Darstellung: Gehen Sie analog vor, um zu zeigen dassÆG(x) = lim�!0 fG(x); wobei fG(x) = 1�p� e� x2�2 ; (5)eine Darstellung der Æ-Funktion ist. (2 Punkte)




) Integral-Darstellung: Zeigen Sie, dass R1�1 dk2� eikx = Æ(x), indem Sie zei-gen, dass der Ausdru
k lim�!0 �Z 1�1 dk2�eikx��jkj� (6)die Lorentzfunktion-Darstellung von (2a) liefert.(Hinweis: Teilen Sie das Integral in R 0�1dk + R10 dk auf.) (2 Punkte)Aufgabe 21 (5 Punkte)Mittelwellenradio:Ein Mittelwellenradiosender sendet ein Signal mit einer Tr�agerfrequenz �
aus. Die eingestrahlten Radiowellen induzierenden eine oszillierende SpannungV0 
os(!
t) in der Antenne, wobei !
 = 2��
. Die Antenne wirkt als We
hsel-spannungsquelle f�ur einen LCR-Stromkreis, und das vom Empf�anger produ-zierte Signal ist die Spannung VC(t), die �uber dem KondensatorC abf�allt. L istdie Induktanz, C die Kapazit�at und R der Widerstand des LCR-Stromkreises.Nehmen Sie an, dass R� !
L und R�pL=C.a) Die Di�erentialglei
hung f�ur den LCR-Stromkreis,L �Q(t) +R _Q(t) +Q(t)=C = V0 
os(!
t) ; (7)kann in die Form der Glei
hung f�ur einen getriebenen harmonis
hen Os-zillator, �x(t) + 2
 _x(t) + !20x(t) = f 
os(!
t) (8)gebra
ht werden. Was sind x, 
, !0 und f als Funktionen von R, C, L,V0 und der Ladung Q auf dem Kondensator? (1 Punkt)b) Finden Sie die allgemeine L�osung der Di�erentialglei
hung (7). (1 Punkt)
) Bere
hnen Sie, auf wel
hen Wert die Induktanz L eingestellt werdenmuss, damit der Stromkreis in Resonanz mit dem eingestrahlten Signalist. (Dieses ist die Gr�o�e, die bei einem Radio ge�andert wird, wenn mandie Station einstellt.) Hinweis: Nehmen Sie an, dass der Widerstand Rso klein ist, dass er die Resonanzfrequenz ni
ht wesentli
h beein
usst.(1 Punkt)d) Bere
hnen sie die Amplitude VC;max der Kondensatorspannung VC(t) =Q(t)=C als Funktion von V0, 
 und !
 im Resonanzfall f�ur t� 1=
. [DasVerh�altnis VC;max=V0 wird die Verst�arkung des Stromkreises genannt.℄(1 Punkt)e) Eine andere Station sendet mit einer anderen Tr�agerfrequenz �0
. Wennder Empf�anger na
h wie vor auf die erste Sendefrequenz �
 eingestelltist, gilt die Resonanzbedingung von 
) ni
ht f�ur die zweite Station; folg-li
h werden deren Signale viel s
hw�a
her verst�arkt als die der ersten, mitAmplitude V 0C;max. Bere
hnen Sie das Verh�altnis der Verst�arkungsampli-tuden, V 0C;max=VC;max, als Funktion von !0
=!
 und 
=!
. Skizzieren SieV 0C;max=VC;max als Funktion von !0
=!
. (1 Punkt)


