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Aufgabe 19 (4 Punkte)

Die §-Funktion:
Die Diracsche é-Funktion ist durch die Eigenschaft

2
_ | f(zo) wenn z1 < To < T2,
/11 duf()d(z —z0) = { 0 wenn xg < x; oder zy < xq. (1)
definiert. Intuitiv gilt, dass 6(0) = oo und é(z # 0) = 0.
Im Folgenden sei z; < 0 < x5. Formal mathematisch handelt es sich nicht um
eine Funktion sondern um eine Distribution.

a) Wasist [~ dosinzd(z) und [~ dr coszd(z) 7
(1 Punkt)
b) Zeigen Sie (durch Substitution y = az und Beachtung der Integrations-

grenzen!), dass §(az) = ﬁé(az), indem Sie zeigen dass

[ ar i@ itar) = o) )
(1 Punkt)

c) Ableitung der d-Funktion: Zeigen Sie dass die Definition der Ableitung
der §-Funktion durch

/ Pz f(2) 8 (2) = —£(0). 3)

Tl

formal durch partielle Integration aus der Definition der §-Funktion er-
halten werden kann. Was wére demnach eine sinnvolle Definition der
zweiten Ableitung der d-Funktion? (2 Punkte)

Aufgabe 20 (6 Punkte)

Darstellungen der d-Funktion:

a) Lorentzfunktion-Darstellung: Zeigen Sie, dass folgender Limes der Lor-
entzfunktion fr,(z),
e

Ou(@) = lim fu(x),  wobei  fr(r) = gy

@)

eine Darstellung der é-Funktion ist, indem sie die Lorentzfunktion zeich-
nen (Breite und Hohe andeuten!), und zeigen dass 67,(0) = co, 1 (z #
0)=0, und f;lzdx dr(x) =1 wenn x; < 0 < 3. (2 Punkte)
b) Gaussfunktion-Darstellung: Gehen Sie analog vor, um zu zeigen dass
. . 1 =2
0 (z) = lim fo(z),  wobei  fa(x) = — N (5)

eine Darstellung der §-Funktion ist. (2 Punkte)




)

Integral-Darstellung: Zeigen Sie, dass ffooo %e“” = §(x), indem Sie zei-

gen, dass der Ausdruck
. > dk ikx—al|k|
[ 5 ©)

die Lorentzfunktion-Darstellung von (2a) liefert.
(Hinweis: Teilen Sie das Integral in f_ooodk + [y dk auf.) (2 Punkte)

Aufgabe 21 (5 Punkte)

Mittelwellenradio:

Ein Mittelwellenradiosender sendet ein Signal mit einer Trigerfrequenz v,
aus. Die eingestrahlten Radiowellen induzierenden eine oszillierende Spannung
Vo cos(wct) in der Antenne, wobei w, = 27v,. Die Antenne wirkt als Wechsel-
spannungsquelle fiir einen LCR-Stromkreis, und das vom Empfanger produ-
zierte Signal ist die Spannung Vi (t), die iiber dem Kondensator C' abfillt. L ist
die Induktanz, C' die Kapazitit und R der Widerstand des LCR-Stromkreises.
Nehmen Sie an, dass R < w.L und R < /L/C.

a)

b)

d)

Die Differentialgleichung fiir den LCR-Stromkreis,
LQ(t) + RQ(t) + Q(1)/C = Vp cos(wet), (7)

kann in die Form der Gleichung fiir einen getriebenen harmonischen Os-
zillator,
B(t) + 2va(t) + wix(t) = f cos(w.t) (8)

gebracht werden. Was sind z, 7, wg und f als Funktionen von R, C, L,
Vo und der Ladung @ auf dem Kondensator? (1 Punkt)

Finden Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung (7). (1 Punkt)

Berechnen Sie, auf welchen Wert die Induktanz L eingestellt werden
muss, damit der Stromkreis in Resonanz mit dem eingestrahlten Signal
ist. (Dieses ist die Grofe, die bei einem Radio gedndert wird, wenn man
die Station einstellt.) Hinweis: Nehmen Sie an, dass der Widerstand R
so klein ist, dass er die Resonanzfrequenz nicht wesentlich beeinflusst.
(1 Punkt)

Berechnen sie die Amplitude V¢ e, der Kondensatorspannung Ve (¢) =
Q(t)/C als Funktion von Vg, v und w. im Resonanzfall fiir ¢t > 1/v. [Das
Verhéltnis Vo mes/Vo wird die Verstirkung des Stromkreises genannt.]
(1 Punkt)

Eine andere Station sendet mit einer anderen Triigerfrequenz v.. Wenn
der Empfinger nach wie vor auf die erste Sendefrequenz v, eingestellt
ist, gilt die Resonanzbedingung von c) nicht fiir die zweite Station; folg-
lich werden deren Signale viel schwiicher verstirkt als die der ersten, mit
Amplitude V(’;7mm. Berechnen Sie das Verhiltnis der Verstirkungsampli-
tuden, Vé,mm/quM, als Funktion von w!/w. und y/w,. Skizzieren Sie
Ve maz! Vemae als Funktion von wy,/we. (1 Punkt)



