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Aufgabe 22 4 Punkte
a.)

Die Betragsfunktion ist definiert als:

| = T fir >0
=Y =z fir 2<0

Betrachtet man die beiden Zweige fiir z > 0 (f(x)) und 2 < 0 (g(x)) getrennt und lésst jeweils den anderen
Zweig auler acht, so findet man:

r fir >0

ra={ 5 e 120 =@ =0

0 fir >0
s ={ %, T 120 = e =000

Durch Addition von f(z) und g(x) erhélt man schlieflich |x|, die wir nun schreiben koénnen als:

‘|x|=x-9(m)—x-9(—x)‘

b.)

T2 T2

do(x) B o df(x) B
[ r@yde = o(a) @)z - [ o) L o =
0 q ( T2 q ) 0(x2)=1
= 0(ea) - Jlo2) —0fon) - o) — [0 L gp 1. 2 g, k=0
T 0

c.)

. « 1
On(w) = lim, (; ' m)
Die #-Funktion erhélt man aus der §-Funktion durch Integration:

x

0(z) = / 5(a) da

01 1 1
o) =t % [ () o' =t [ anctan (3) 45



Wir erinnern uns an das Schaubild der Arcustangensfunktion im linken Bild. Multipliziert man diese mit %

1

und verschiebt sie um 3

o \

2 T
arctan ( —)
«

=t > 2 (v

»

T

nach oben, so folgt das rechte Schaubild:

T _//

« > X

— - arctan (—) + =
T le’ 2

2

Fiihrt man nun den Grenziibergang « +— 0 durch, so resultiert hieraus die HEAVISIDEsche #-Funktion, wie

oben rechnerisch gezeigt:

1

. [ 1 T 1
lim |— - arctan (—) + =
a—0 | 77 a 2

Aufgabe 23
a.)

Aus dem dritten Ubungsblatt ist bekannt:

cos(n~w~t):%~[exp(i~n~w~t)+exp(fi~n~wot)]
sin(n~w-t):%~[exp(i-n-w-t)—exp(—i-n-w~t)]
f(t):%+%-ian-[exp(i~n~w~t)+exp(—i~n~w'

n=1
)

t)]+

1 . . I .
+Z-;bm[exp(l-n-w-t)—exp(—1~n~w-t)]: Z cn-exp(i-n-w-t)

n=—oo

9 Punkte

0,5 Punkte

0,5 Punkte

1 Punkt

Wir fassen die Summanden mit exp(i-n-w-t) getrennt von den Summanden mit exp(—i-n-w -t) zusammen:

_ap N (an by . = (a, by ) ——
f(t) = 5 +nz_:1(2 +21) exp(i-n-w t)+7;(2 2i> exp(—i-n-w-t) =

00 —1
n——n AQ an bn .
Ry <7+5> 'eXp(l'"'”'t”Z_oo( >

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:

G?O fir n=0
1 .
Cn = 5-((1”—11)”) fir n>0
1 .
5 (a—p +ib_p) fir n<0
b.)

Es ist folgendes zu zeigen:

Cn = ft) exp(—i-w-n-t)dt

Nl
\NH

!

a_, b_y,

1 Punkt

1 Punkt



Zum Beweis benutzen wir die in Aufgabe 16 angegebenen a,, und b,,.

f(t) - cos(w-n-t)dt und b, = f(t) -sin(n-w-t)dt

Ap =

\NIH
Nl
\NH

2
T

!

vlN

Zu unterscheiden sind die Félle mit n > 0 und n < 0:

O FallO:n>0
T z
12 1
cn=§~f~/f(t)-[cos(n~w-t)—i-sin(n-w~t)]dt:f~/f(t)-exp(—i~n~w-t)dt
-3 -3
O FallO:n <0
T T
12 1
cn:§~?~/f(t)-[cos(—n-w-t)+i~sin(—n-w-t)] dt:T-/f(t)~exp(—i-n-w-t)dt
-3 -3
Bemerkung:

Das Integral

—

T
kann auch durch / ersetzt werden, fa f(t) periodisch ist.
0

Sl

c.)

Die komplexe FOURIER-Reihe ist gegeben durch:

. > . 2 T > 2 2-n-m . 21 Tio0
fit) = Z cn~exp<1~n~T~t>2ﬂ_ Z (T>C< T )exp(l n o t) =
n=-—oo n=-—oo
’—)OOT .
= %-/dQc(Q)~exp(1~Q~t)
—o0

Weiterhin folgt:

+o0 +oo

dQ do ~ =

/ﬁT-c(Q)-eXp(LQ%): /%f(ﬂ)-exp(i-ﬂ-t): () =T-¢Q) 1 Punkt
e F() o

Wir bestimmen auflerdem die inverse Transformation durch:

% +o0
Toco=T- %-/f(t)~exp(—i-n-2%-t> de| L=, /f(t)-exp(—iﬂ.t)dt:f((z)

Aufgabe 24

Der Resonanzfall tritt ein fiir w. = wgy. Die Losung des getriebenen Oszillators im unterddmpften Falle ergibt
sich aus der Vorlesung durch z(t) = x5, (t) + z,(t), wobei:

zp(t) =a-exp(—y-t) - cos(Q -t + ) mit @ = {/wd — 72

und

2w,

. oot )
f - cos(we -t + ) mit tan(p) = 5

xiﬂ(t> = - 2
Vs —u2) + (2002 we ~



a.)

Da Resonanz auftritt, gilt wg = w. und ¢ = -5

. si .t
cos(w. - t + ¢) = cos (wc~t— g) = cos (g —wc-t) = sin(we - t), 2,(t) = %

Mittels der Anfangsbedingungen ergeben sich folgende Gleichungen fiir a und «:
x(0) = a - cos(a) 0

i‘(O):—a-'y~cos(a)—a-Q-sin(a)+%;0

Aus der ersten Gleichung resultiert die Bedingung cos(a) = 0 und damit:

o=+ :>cos(Q-t+g>:—sin(Q-t)

™
2

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit v und Addition der zweiten Gleichung erhalten wir:

f sin(a)=+1 f

:2-7-(2 a:2~'y~Q

a - sin(a)

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen:

/ . .
wn(t) = — 5 - exp(—y 1) -sin(Q - 1) mit © = \/uwf 72

p(t) _f -sin(wo - )

T2 0w

Die Gesamtlosung folgt durch Addition der homogenen und partikuldren Losung, also z(t) = xp(t) + x,(¢).

b.)
Speziell fiir f = /2 -w? und wy = /2 - v ergibt sich:

9. 2 \/§ 2
Q=\/2-72—72=,2.5.922%:\[:50:’ _ & =[1]

Y 2.4 2.y wo 2(‘“_0>

Daraus resultiert schlussendlich:

() = —V2-exp(—y - 1) -sin(y - )
zp(t) = sin (ﬂ-'y-t)

Und nun noch die drei Schaubilder:

0 Homogene Losung:




Th (t)
04 F E

02 E

-02 F .

O Inhomogene Lésung (Partikulidre Losung):

1 zp(t) ——

0.5

05

vt

O Gesamtlosung (mit inhomogener und homogener Lésung):
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