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Aufgabe 35
a.)

Die Schnur hat konstante Lénge und verlduft radial zum Ursprung, womit sich die Bewegung des Pendels
geschickt durch Zylinderkoordinaten mit z = 0 beschreiben lédsst. Der Massenpunkt lduft auf einem Kreis mit
Radius p, also kénnen wir den Ortsvektor dieses Massenpunktes als 7 = o€, schreiben. Wir erhalten den Vektor
der Geschwindigkeit durch einmalige Differentiation von 7 nach der Zeit ¢:

=7 = 08, + 02, = 66, + 0e,
(In Aufgabe 32 hatten wir ja erhalten, dass €, = &, ist.)

b.)

Durch nochmalige Differentiation nach ¢ folgt der Vektor der Beschleunigung:

G = 0= &)+ 06, + 0Pe, + 058, + 0pF, = €, (6 — $70) + €, (Po +2¢0)

Daraus folgt also eine Kraft, die in radiale Richtung zeigt, ndmlich

F, = ma, =m (5 — 0¢?)

und eine Kraft die tangential zum Kreis zeigt, auf welchem sich der Massenpunkt bewegt, also

| Fp = ma, =m(0p +269)|

F, bezeichnet man als Zentripetalkraft und F, als Tangentialkraft.

/,

—mg sin pé,

Die Bewegungsgleichung in Richtung €, lautet:

F,=mg-cosp — Fg



Diese benotigen wir jedoch nicht zur Beschreibung der Bewegung des Pendels, sondern statt dessen F, =
—mgsin . Da ¢ =1 konstant ist, gilt ¢ = ¢ = 0 und wir erhalten:

’ mop = —mgsin ¢

d.)

Wir multiplizieren obige Differentialgleichung mit ¢:

moepy = —mgPsin p

Wir kénnen diese Gleichung nun folgendermaflen schreiben:
d rm . 2 d d m . 2
— {—ggp } = —[mgcosy| = — | =o0p —mgcosga} =0 1 Punkt
de L2 dt de L2
Es gilt also:
d
&ET =0 mit Ep = %Q¢2+mg [cos g — cos ¢]

Es ist auch moglich, das ganze folgendermafien zu zeigen. Dazu gehen wir von der angegebenen Beziehung fiir
Er aus und differenzieren diese einmal nach der Zeit:

d . . . . .
 Br =mop- ¢ +mgg-sing =@ (meg + mgsing) =0

=0

Dies folgt unter Ausnutzung der Bewegungsgleichung.

Aufgabe 36 4 Punkte
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Das Boot erreicht den Punkt direkt gegeniiber des Startpunktes, wenn sich die Geschwindigkeitskomponente
v, (parallel zur Geschwindigkeit @ des Flusses) und u selbst gegenseitig kompensieren:

Ve —u=0=vsind =u = ﬂ:arcsin<g>
v

b.)

?7/ 17 <T
u

Im Bezugssystem des Flusses wird die Zeit genau dann minimal, wenn wir den geradlinigen Weg senkrecht zum
Ufer wahlen. Es muss also v = v, und v, = 0 sein. Rechnen wir die Geschwindigkeiten zuriick ins Bezugssystem
des Ufers, so gilt v, = —u und vj, = v und damit erhalten wir:

tan’ = = = |9 = arctan <E> 1 Punkt
v v

@



c.)

Es sei ¥ der Winkel, in welchem die Person rudern muss und v’ der Winkel, in dessen Richtung sich das Boot

bewegt. Die zugehorigen Geschwindigkeiten seien ¢ beziehungsweise .
0
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Wir berechnen nun zuerst ¥. t; sei die Zeit, die das Boot benétigt, um das andere Flussufer zu erreichen. Mit
to bezeichnen wir die Zeit, welche der Fahrer des Bootes benétigt, um am anderen Ufer zu Fufl den Punkt zu
erreichen, dem der Startpunkt gegeniiber liegt.

PR
te Uy " wceos?

a
und tg = —
w

a ist der Weg, den das Boot parallel zum Ufer in der Zeit t; — also der Uberquerung des Flusses — zuriicklegt:
a=1t1|vy, —u| =1t |vsind — u|

Die Gesamtzeit T ergibt sich dann durch Addition von ¢; und ts:

T0) = —— v josini—u=— (HM)

veostd  wvwcosV v cos w

Der Punkt u = vsin} muss gesondert behandelt werden, da T'(¢) dort nicht differenzierbar ist. Ansonsten
finden wir das Minimum in Abhéngigkeit vom Winkel ©} durch Ableiten von T'(¢) nach ¥ und Nullsetzen (z.B.
fiir u > vsind):

dT b sin u v, v |
W~ veosd [ (15— gsind) - a“’sﬁ] =0

cos ¥

sind - <1+ . 2sinzﬂ‘) =2 cos? = 2(1 — sin? 9)
woow w w

sinz9~<1+£):3:>sin19: Y éﬁarcsin( v >
w w w—+u w4+ u

(Dasselbe ergibt sich fiir u < vsind.) Die Zeit, die benétigt wird, ist:

(u+v)? —0v?

vw

T=5b-
Wir miissen nun noch diese Zeit mit der fiir den speziellen Winkel
0 = arcsin (E)

v

vergleichen, bei der T'(¢) nicht differenzierbar ist. Fiir diesen Winkel gilt

u
Ta == b . m .

Dieser Fall entspricht der Situation a = 0, also wenn die Person nicht zu laufen braucht. Das Boot bewegt sich
in diesem Fall mit 9" = 0, also senkrecht zum Ufer. Die entsprechende Losung ist dann giinstiger als die erste
Losung, wenn u(w + u) < v2. Ansonsten ist die erstgenannte Losung die giinstigere.

Fiir die gesamte Geschwindigkeit des Bootes gilt nun ¢ = ¢+, also in Komponenten v;, = v, —u und v, = v,,.
Nach PYTHAGORAS erhalten wir dann fiir den Betrag von o":

|7 = = (Ve —u)? +v2



Aus der Bedingung v’ cos?’ = v cos 9 erhalten wir schliellich den Winkel ¢, in dessen Richtung sich das Boot

fiir die erste Losung bewegen muss:

v
¥ = arccos (—/ cos 19) = arccos
v

e ()
—————-cos |arcsin | —— =
(vm—u)2+v§ w+u

; ()
= arccos /1= =
V (vsind — u)2? + v2 cos V2 w+u

— | arccos

Aufgabe 37

a.)

Fiir den Impuls des ersten Teilchens ergibt sich:

P = mid = my (4@, + yey) = my (0€, + ope,)

Damit kénnen wir den Drehimpuls nach der allgemeinen Formel berechnen:

z=0
7 p-=0

L=7xp=2¢& (yp. — 2py) + €y (2pz — xp.) + €- (xpy — Ypz) = €:(xpy — yps) = €- - myi(xy — yi)

In Polarkoordinaten gilt:

=

L =7 xp= €, x mi(0€, + ppe,) = mlgggbé’g X €, = mlgnggz

Hieraus ergibt sich:

L
my 02

L =m0°¢ und ¢ =

b.)

Wir berechnen als erstes den kinetischen Anteil:

2 2 2 2.2
Dy D5 my .9 P 9 .9 ms0 1 .9 9 .9 1 .9

T = + — . +2 e+ 422 + hl
2m, 2mo 2my ('Q Q0pCy - CoT P ) 2mo Zml ('Q ey ) 2mgg

Nur die unter dem Tisch hingende Masse my liefert einen Anteil zur potentiellen Energie, da wir das Nullniveau

nach o =1, also z = 0 legen:
V=mag(e—1)

Damit ergibt sich die Gesamtenergie £ =T + V:

mi1+mo .o mi o .9

0° 4+ —-0"p° +mag(o—1)

E =
2 2

c.)

Wir schreiben die Gesamtenergie E in folgender Form:

my+ma .,

E= D) 0 +Veﬁ(g)



Dabei driicken wir das effektive Potential Vg durch den konstanten Drehimpuls L aus:

L2

_ _ mi 9. 2 _ mi oo L
Ve (0) = mag(e —1) + —-0"¢(0)” = magle =) + -0 (m192

Nun skizzieren wir das effektive Potential:

Veﬁ(g)
~ mag(o—1)

L2
T 2my 02

Omin Omax

) % /l 0
\

)2:

2m 0? tmagle—1)

Das Maximum g, erhalten wir durch Differentiation nach ¢ und anschliefendem Nullsetzen:

d | 212 L?
do 7(0) 2m1 0y +mag %o mimag




