Theorie A (WS 2005/06)
Musterlosung Ubungsblatt 6 09.12.05
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Gleichung (2) (Normierung):
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denn unter dem lim._,g kann a > ¢ angenommen werden, fiir beliebiges a > 0.
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Gleichung (2) (Normierung):
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Gleichung (2) (Normierung):

a a a/e [ee)

11 ,2/:2 1 2 1 2
lim [ dzd.(x) = hm dr ——=e /€ —lim [ dt ——et = / dt —e " =1
e=0 Ve e—0 VT VT

—a - —a/e —00

mit ¢ = /¢ und Integraltabelle (Bronstein).

/ dze? i dz+1)=0, denn z = —1 liegt auBlerhalb des Integrationsbereiches.
0
/ do(f(a) = 1018w~ a) = [ do fla)3 )~ 0) [ debla - a) = fa) = 10
T .

cos?(wtp) fir 0<ty<T
/dt cos? ot —tg) =
0 0 sonst

i+wir=f(t)
Die allgemeine Losung der homogenen DGL mit f(¢) = 0 lautet

zp(t) = Asin(wot) + B cos(wot)

a)

f(t) = foefat = Ansatz: z,(t) = ae*bt = i(t) = aer*bt
Einsetzen:
(ab? + awd)e = fe™® = b=a

fo

b2 2 — = 2 2 = = = —_—
(ab” 4+ awg) = fo (ac” 4+ awg) = fo a T

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet damit:

fO e—ozt

t) = Asi t B t
z(t) sin(wot) + B cos(wot) + S+ o
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Spezielle Losung fiir die Anfangsbedingungen:
. o)
z(0) =0= B+ 2f0 5 a:(()):():Au)O—OzZL2 = = — 2f0 5, B=- 2f0 5
wh + « wh + wo wWh + @ wh + «
= |z(t) = o < sin(wpt) — cos(wot) + et
wid +a? | wy

Interessant ist noch der Grenzfall « = 0: dies ergibt die Sprungantwort des ungeddmpften Oszil-

lators, die so auch aus Aufg. 4b) als Spezialfall rauskommen sollte:

a=0 < f(t)=fo: x(t) = i—%[l—cos(wot)]

b)

= Ansatz: z,(t) = acos(bt) = i,(t) = —ab®cos(bt)

f(t) = focos(wt)
Einsetzen:

(—ab® + awd) cos(bt) = focos(wt) = b=w

CaPtad)=fo > (caltad) = f > a=—T
Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:
x(t) = Asin(wot) + B cos(wot) + — 0 5 cos(wt)
Anfangsbedingungen:
0)=0 B Jo £(0) =0 A=0
W0)=0 = B=——  a0)=0 > A=
Spezielle Losung:
x(t) = fo [cos(wt) — cos(wpt) |
wi — w?
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Plot fir wy= 09w (mit fo/(wd —w?) =1 gesetzt) als Funktion von wt:

il el

X(t) [a.u.]

wt/ 1

Man beachte, dafl hier auch fiir grofie Zeiten ¢t — oo die Eigenfrequenz wy noch eingeht, weil keine
Déampfung da ist. In der Vorlesung (geddmpfter Oszillator mit f(¢) = foe™*) taucht wy nicht
mehr auf, weil die homogene Losung bei t — oo verschwunden ist, und nur noch z,(t) zu sehen
ist. Unser Vorfaktor 1/(w? — w?) ist gerade die Antwortfunktion aus der Vorlesung, im Limes

v —0:

Mit Dampfung (Vorlesung), t — oo : x(t) = x,(t) =

<)

f(t) = fosin*(wt) = Ansatz: x,(t) = asin’(bt) =

ip(t) = 2ab*[ cos®(bt) — sin®(bt) ] = 2ab® — 4ab? sin’(bt)

Einsetzen:

2ab* + (—4ab® + aw]) sin®(bt) = fsin®(wt)
Der konstante Term stort etwas ... Ansatz erweitern:

Neuer Ansatz: z,(t) = asin®(bt) + ¢ = i,(t) = wie oben
Einsetzen:

(2ab® + wie) + (—4ab® + aw]) sin®(bt) = fo sin®(wt)
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Also lautet die partikulidre Losung

fo

Tp(t) = wi — dw?

2
{sinQ(wt) - 2w_2 ]
“o

Daraus folgt die allgemeine Losung und mit den Anfangsbedingungen die spezielle:

2(0)=0= B+ L[—QM—Q] , #(0) =0 =uwA
wi —4w?t Wi
Jo : 2w?
= |x(t) = e sin®(wt) + 7 (cos(wot) — 1)

a) Homogene Losung (hatten wir schon auf Blatt 5):

Ansatz: x,(t) = A = Tp(t) = reMt = Ip(t) = AZet

= MA22+wi=0 = A=—y+4/72—w}

Schwache Dampfung:

VY<wg = A=—FiQ, |Q=/wi -2

also die allgemeine homogene Losung:

xp(t) = e_w(AeiQt + Be_iQt)

Die partikulédre Losung fiir f(t) = fo ist billig:

fo

xy(t) = const. = »
0

Die allgemeine Losung ist natiirlich z(t) = z5(t) + z,(1) .

b_) t > 0: | Die allgemeine Losung ist die aus a) ; Anfangsbedingungen:

x(O):O:(A+B)+% , @(0)=0=—y(A+ B)+iQA— B)

0

fo Y fo Y
A=-—22(14+-—L), B=—-=2(1-—L
~ 2wg L) 2w )
fo vt 1 —iQ 7 10 —iQ
= :c(t):w—% 1—e 7 (é[e "+e tl—l—ﬁg—i[e e t]J)

~~

= cog(Qt) = sin(Qt)
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_ Jo

)
Wo

= |t>0: z(t)

[1-— e_vt{cos(Qt) + %sin(Qt)}]

t < 0:|Hier ist f(t) =0, also ist die allgemeine Losung die der homogenen Gleichung, und mit

den Anfangsbedingungen z(0) = #(0) = 0 ergibt das

t<0: xz(t)=0

Ist auch logo, denn bei diesen Anfangsbedingungen (der Oszillator ist in Ruhe) wird erst durch

den Kraftsprung bei t = 0 dem System Energie zugefiihrt.
Plot fir v=0.15Q (mit fo/wd =1 gesetzt):

2 T | T | T | T T T T

15—

X(t) [au.]

05—

4 6 8 10

2
Qt/m

Zum Vergleich mit der Randbemerkung bei Aufg. 3 a) kann man noch den ungeddmpften Grenzfall
~v = 0 betrachten: Mit {2 — wy kommt wie erwartet dasselbe raus,
_J

2
)

vy=0,t>0: z(t) [1— cos(wot) |



