Theorie A (WS 2005/06)
Musterlosung Ubungsblatt 7
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vergleiche Blatt 6, Aufg. 1b).
Plot von O.(t —t') und deren Ableitung 6.(t —¢') fiir ¢ = 0.1 und ¢ = 0.01:
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[[ Variante ohne Darstellung, fiir extra Interessierte (nicht Teil der Aufgabe):
Gemif der Definition der §-Funktion (Blatt 6, Aufg. 2) miifite eigentlich gelten:

a

/ dt h(t) %@(t )= / dth(t) 8(t —t') = h(t)

—a —a

Die rechte Seite ergibt sofort h(t'), wenn wir der Einfachheit mal annehmen, da§ —a <t < a.

Die linke Seite ergibt mit partieller Integration:
[©(a —t') h(a) —O(—a—t') h(—a)] — /dt Ot —t') h(t) =
=1 =0 —a
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qed. ]

Oszillator: & + 2vx + wéw = f(t).

Zugehorige Greensche Funktion:

Gt —t)+ 279Gt —t) + W2G(t—t) =6(t—t) , Git—t)= gG(t —t') etc.

dt
a)
() = / A Gl—t) f() = i(t) = / A Gl—t) f(#) = i) = / At Gt—t') ()
dies in Oszillator einsetzen
/dt’ (G =)+ G —t) +wiGt—t) ] f(t) = f(t) =
o —5(t —t')

b_) Als Greensche Funktion ist angegeben:

Glt—t) = Gt — )0t — 1) é(t—t')zée—vtsinm(t—tf)] Q= yJur—

t>t:| Ot—-t)=1:

Glt—t) = Gt —t) = === 1) _yin() + Qeos() ]

Q
= Gt—t)=Gt—1) = ée_%t ) (42 = Q2) sin(.) — 29Qcos(.)]
= 272 — wg
einsetzen in Gl. (2)
(G + 279G+ WiG] =
= %e‘W(t —t) [{(27* = wi) + 29(—7) + wi ) sin(.) + { = 29Q + 2v() } cos(.) ]
=0 =

t<t:| Git—t)=0 = alles trivial erfiillt.

c) Wemn |t —t|— 0 gehen darf, muf die ©-Funktion explizit mitgenommen werden:

Gt—t)=Gt—t)e@t—t) = Gt—t)=Gt—-t)o@t—t)+Gt—1t)ot—1t)

J

-~

=0



Theorie A (WS 2005/06) Musterlésung Blatt 7 (16.12.05) 3

Wobei G(t — ') = stetig in (t — ) =0 und G(0) = 0 verwendet wurde.

= Git—t) = Gt —t)O(t—t)+ Gt —t)6(t — ')

— Gt—1)O(t — ') +G(0)8(t — 1)
Einsetzen in Gl. (2) vom Ubungsblatt

(Gt 1) + 209Gt = 1) + WGt = #)]O(t = ¢) + G(0) 8(t = ¥) = o(t — )
— 0 mit b)

und mit 5(0) =1 folgt +/.

3]a)

FO) = foblt—t)) = aft) = fy/af< YO — to) = fo Gt — ty)

= G(t—1t) ist also die Antwort des Oszillators auf einen é-Impuls zur Zeit ¢ (auch aus
Gl. (2) vom Ubungsblatt direkt klar).
= z(t) = %e—w =) sin[Q(t — t0)] O(t — to)

Dies ist eine simple geddmpfte Schwingung, die natiirlich erst bei ¢, , zur Zeit des Impulses, losgeht.
In der Greenschen Funktion steckt ja die Randbedingung drin, dafi der Oszillator fiir £ — —oo in

Ruhe ist (bis zum Impuls bei ¢y bleibt er das dann auch).

b) Allgemein, fiir eine Kraft, die bei t = 0 einsetzt:

f) =fByew . Git—t)=at-t)er -1

= ()= / A Gt —t') f(t) Ot — ') O(t') = O(t) / at' Gt —t') f(t)

Den letzten Schritt am besten durch Aufzeichnen der Bereiche, in denen der Integrand # 0 ist,

von Hand klarmachen. Man beachte die O(¢)-Funktion im Ergebnis.
Hier:

t t

[ =500 = o) =00 [aGa-t) = [ae = Dsnjap-r)

0 0

Jetzt wiirde man den sin(.) per Additionstheorem zerlegen, die nur von ¢ abhéngigen Faktoren

vor das Integral ziehen und dann das Integral iiber ¢’ ausfithren. Eleganter:

et —1) sin[Q(t —t') =Im {6_7@ — 1)t = tl)} =Im {e_tw =) 'y = ZQ)}
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Man beachte, dal e=7*=*) reell ist und daher unter dem Imaginérteil stehen darf.

= z(t) = @(t)%hn{e_tw—iQ)/tdtfet’(v—z'Q)}

_ @(t)%lm{e—tw Q) 6“77__2’2)2 _1 }
_ @(t)%hn{ 1-— e;thQ_ i) }

_ ol ! Im{u_e—t(v—m))(wm)}

= a(t) = @(t)—2[1—e—%{cos(mw%sm(m)H

Dies entspricht dem Ergebnis aus Blatt 6, Aufg. 4b), einschliefllich der ©(¢)-Funktion (Sprun-

gantwort).

a_) Das Pendel schwingt in der z-z-Ebene (Zeichnung!), die z-Achse zeigt nach unten, x

nach rechts. Dann gilt fiir gegebenen Auslenkungswinkel ¢ :

r = lIsin(p) = & = lcos(p)y
z = leos(p) = 2 = —lIsin(p)p
Die potentielle Energie ist
V = —mgz = —mglcos(p)
Die kinetische Energie ist

1 1 1
T = §m1)2 = am(x’Z + 3?) = §ml2(cp)2

b_) Die Bewegungsgleichung hatten wir schon mal:

L) =0
(Keine Néherung fiir kleine ¢!)

Energieerhaltung:

1
E=T+V= §mlz(gb)2 — mgl cos(ip)
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o LB — mPeg 1 mglsin(e)p = miPe(t) [ ¢(t) + Tsin(p(t) ] =0 =

dt N l
=0
c) Energieerhaltung:
. mi?,
E(p,$)=const. = Ey, = E,= 7(@) +Vip)

@ = v = YO [ )

Trennung der Verdnderlichen und Integration'

de (t — to) / +C
WEO ()

to und C sind Integrationskonstanten, die zunéchst unbestimmt bleiben. C' kann in ¢, absorbiert

dt =

werden und wird jetzt weggelassen.

Kleine Winkel:
1
o0 : V(ap)z—mgl(l—iﬁ) = (t—ty) = /dap\/

2Ep 2
mil2 _'_ l

= (t—to) = —

1 g
dwi ) w%: N ) ()0% < 1)
Vi — ? l

Anstatt einer Stammfunktion plus Integrationskonstante C' (die jetzt in ¢y) steckt, hétte man

natiirlich auch schreiben konnen:

(t t)—l/d’ !
RO GGV

0
Das Integral steht im Bronstein,

1
(t—ty) = —aresin(2) = | o(t) = o sin(wot — woto)
Wo %o

d_) Die Anfangsbedingungen stecken in der konstanten Gesamtenergie Fy und dem Zeitnullpunkt
to .

©(0) = —posin(woto) , $(0) = wopg cos(woto)
Konkret:

) Q Qo .
(,0(0) =0 = tg = 0 , QO(O) = QO = @y = w—s = gp(t) — w—z sm(wot)

Die Gesamtenergie hat den Wert

Q\> 2F 1
@8 = (22) =22 492 = Ey, = —mlz(Qo)2 — mgl
Wy mgl 2

Dies ist gerade die kinetische und die potentielle Energie bei ¢ = 0, die eben zeitlich konstant
bleibt.



