Theorie A (WS 2005/06)
Musterlosung Ubungsblatt 13 10.02.06

1. Stammfunktionen:

/d:p sin(z) = — cos(z) , /d:p cos(z) = sin(x) , /dx e’ =e" |
/dx Vv =2(x)%? /dx "t = Lx(”“)
’ n+1
2. Partielle Integration:

/ da u(z) v'(z) = u(z) v(z) — / da o' (z) v(z)

Anwendung immer dann moglich, wenn man die Stammfunktion von v'(z) kennt (die Ablei-
tung von u(x) ist in der Regel bekannt), und das Integral auf der rechten Seite einfacher ist
als die linke Seite, oder ein Vielfaches der linken Seite ist. Bei der Wahl von v und v" muf3

man u.U. rumprobieren !

Substitution:

/dx u'(z) flu(z)) = /du f(u) = F(u) = F(u(x)) mit  dz = W) du

3. Skalarprodukt:
ab = |a||b| cos(p) = ba
Kreuzprodukt:
ax b =|al|b|sin(p)e; = —(b x a)

e, ist der Vektor L zu der von a und b aufgespannten Ebene, derart, dafl a, b, e, ein

rechtshidndiges System bilden (Schraubenregel).

4. Polarkoordinaten:
v—reos(y) , y=rsinlg) . T =Ty
5. Komplexe Zahlen z; = x + iy und 2, = u + v gegeben:
|zl = Va2 +y*  Jal = Vet +0?
2120 = (x +iy)(u+iv) = (zu — yv) +i(zv +yu) , 21+ 2= (x+u)+i(ly+v) ,
Z1=T—1 , Za=uU—10 ,
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6. Komplexe Zahlen z; = re’ und z, = se? gegeben:

lz1l=1, |2 =s,

2120 = 15 #PT0) , 21+ 2 = re'? 4 se' ,
= _ —ip = _ —10

Z=re , Zp = se ,

11 11,

= e ., —=—e¢ 16

1 T Z9 S

Zusammenhang der Darstellungen:
r=y\z?2+y?, @= arctan(y) bzw. x =rcos(p) , y=rsin(p)
x

7. Verfahren:

(1) Exponentialansatz: x(t) = e ; alle linear unabhingigen Losungen xy(t), z2(t), v3(t)
damit bestimmen, allgemeine Losung ist dann z(t) = Axy(t) + Bzo(t) + Cz3(t) mit
z;(t) = et Die ); sind i.A. komplex.

(2) Wie (4) mit Exponentialansatz oder auch durch zweimaliges Integrieren beider Seiten

falls die Stamm-Stammfunktion von f(¢) bekannt ist.

(3) Trennung der Veréanderlichen:

dz dx 1
== fMglx) = () = f(H)ydt = /dxM = /dtf(t)+const.

(4) Zuerst die allgemeine homogene (f(t) = 0) Losung x,(t) per Exponentialansatz be-
sorgen, dann eine partikuldre Losung x,(t) der inhomogenen Gleichung durch Ansatz
vom Typ der rechten Seite (ggf. verschiedene Ansitze ausprobieren!) oder Variation

der Konstanten bestimmen. Allgemeine Losung x(t) = z5(t) + z,(1) .

8. Die sollte man unbedingt im Kopf haben:

©(t) = Acos(wot) + B sin(wot) = C cos(wot — ¢)

9. Anzahl der Integrationkonstanten entspricht der Ordnung der DGL; also:

(1) 3 Konstanten;
(2) 2
(3) 1
(4) 2
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10. Die fundamentale (und sich stets zu merkende !!!) Ndhrung fiir kleine Winkel ist:

11.

12.

13.

14.

15.

1
sin(p) ~ ¢, cos(p) 71— 5¢°

Anstatt Skizze eine Beschreibung;:
Eine sinus-artige Schwingung, deren Hiillkurve exponentiell abfillt (also ~ e~7"). Diese geht
bei x(0) = 0 los mit einer Anfangssteigung #(0) = vy . Die Periodendauer ist ungefihr

T = 27 /wyp, aber nicht genau, wegen der Ddmpfung.

Sieht ungefiahr so aus:

| A(@) | o
/N O e = cooz-p—z 4\
2 s
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Die -Funktion ist durch den Effekt unter dem Integral definiert:

b

[aes@)s ) -

. 0  sonst

fly) falls a<y<b

Darstellung, z.B.:

6(z) =lim ————

Die Greensche Funktion erfiillt die Bewegungsgleichung des Oszillators fiir eine §-Kraft:
d? d
— +2y—+wi |Gt —t) =6t —t
g b G- = 1)

G(t —t') ist die Antwort (Auslenkung xz(t)) des Oszillators auf einen Kraftimpuls §(t — ¢')

zur Zeit t =t .

Der Nutzen ist, daf fiir jede beliebige dufiere Kraft f(¢):

() = / At Gt — ) F(t)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

1,
E = ém(x) +V(x)

Das nach & auflosen, Trennung der Veranderlichen und Integration beider Seiten (V' (z) muf
wohl jetzt eingesetzt werden). E ist eben eine Konstante, zusammen mit der Integrations-
konstanten gibt es also zwei Konstanten, die durch die beiden Anfangsbedingungen z(0),

#(0) (die Bewegungsgleichung wire ja 2. Ordnung) festgelegt werden.

Man mul den Weg r geeignet parametrisieren, z.B. durch r = r(7), und das Wegintegral

berechnen:
Ty Tb d
A= /drF(r) - /dT Z(T)F(I'(T))
T

Folgt der Weg stiickweise den Koordinatenachsen, kann man auch (stiickweise) direkt inte-

grieren (ohne Parametrisierung).

Kriterien fiir ein konservatives Kraftfeld F(r): (i) : die geleistete Arbeit ist bei festgehaltenen
Endpunkten r,, r, unabhingig vom Weg; (ii): die geleistete Arbeit {iber einen beliebigen
geschlossenen Weg ist null; (iii) : das Kraftfeld ist wirbelfrei, V x F =0.

Natiirlich gilt Energieerhaltung; aber auch Drehimpulserhaltung, denn aus dem Zentralpo-

tential ergibt sich eine Zentralkraft F(r) = F(r)e,. (nachrechnen!). Beweis: Ausrechnen

d

, 3L unter Verwendung der Bewegungsgleichung (nachrechnen!).

d
von th

Ohne duflere Krifte ist die Kraft gem. Newton von einem Massepunkt zum anderen gerich-
tet. Fiir die Bewegungsgleichungen fithrt man Schwerpunkt- und Relativkoordinaten ein.
Dann ist die Schwerpunktbewegung kréftefrei. Erhaltungsgrofien: Schwerpunktimpuls, Ge-
samtenergie, und Drehimpuls, denn da die Kraft nur vom Abstand abhéngt und || zur Ver-
bindungsachse der Massen gerichtet ist, erfolgt die Relativbewegung in einer Zentralkraft.
(Fir den Spezialfall der Gravitationskraft gibt es aulerdem noch den Lenzschen Vektor als

Erhaltungsgrofe.)

Kepler 1: die Relativbewegung ist eine Ellipse mit Sonne (eigentlich Ursprung = Schwer-
punkt) im Brennpunkt. Gilt so nur fiir Gravitation, im Allgemeinen ist die Bahn nicht eine

geschlossene Ellipse, und/oder der Ursprung liegt nicht im Brennpunkt.

Kepler 2: Flachensatz. Gilt immer, denn im Zweikorper-Problem erfolgt die Relativbewegung

immer in einer Zentralkraft und der Drehimpuls ist erhalten.

Kepler 3: T?/a? = const. unabhingig von den Anfangsbedingungen. Gilt nur fiir Gravitati-

on.

Die typische Planetenbahn (fiir eine Gravitationskraft also) ist eine Ellipse:
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