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(*) Aufgabe 43 (20P) : Mathematisches Pendel

. ; ; ; upt

Die Bewegungsgleichung eines mathematischen Pendels lautet
mlg +mgsing = 0. (1) L3 g
o \ Y
1

(&) Zeigen Sie, dass man fiir den Grenzfall kleiner Auslenkungen die Bewe-
gungsgleichung des harmonischen Oszillators erhilt und bestimmen Sie die . ‘
dazugehorige Schwingungsdauer 7p. s

m
Hinweis: Entwickeln Sie die Funktion sin¢ zur fiihrenden Ordnung in eine Taylorreihe um den
Punkt ¢ = 0 (d.h. um die Ruhelage). Eine Taylorreihe um z = zq ist gegeben durch

L (i) ( ) )
Flz)= Z (o) (& — z0)' + O((z — 20)"™"), wobei f@ diei-te Ableitung der Funktion f bezeichnet.

(b) Zeigen Sie, dass der allgemeine Ausdruck fiir die Schwingungsdauer T' des mathematischen

Pendels von GI. (1) lautet
do
29 Jo V/cos¢ — cos ¢y

wobei ¢ die Maximalauslenkung bezeichnet.
Hinweis: Verwenden Sie dazu die Aufgabe 29(b) von Blatt(9.
{€) Leiten Sie folgende dquivalente Form der Gleichung (2) her:

l /2 dz (}50
Presidy 2 —_—r . k=un®® 3
\/;/G V1 — k?sina? 2 (3)

Gehen Sie dabei folgendermaBen vor: Ersetzen Sie cos¢ mit Hilfe von der Relation cosgp =1 —
2sin?(¢/2) und fithren Sie danach die Variablentransformation sin g’ = sin ¢° sinx aus.

(d) Bestimmen Sie die Schwingungsdauer fiir den Grenzfall ¢ — =+

(e) Bestimmen Sie die Abweichung der Schwingungsdauer des Pendels von der des harmonischen
Oszillators Tp. Entwickeln dazu Sie den Integranden von GI. (3) fiir k& < 1 bis zur Ordnung k2.
(f) Bestimmen Sie die zur im Teil (e) berechnete Schwingungsdauer gehérige Losung ¢(t) fiir die
Anfangsbedingung ¢(0) = ¢p. Gehen Sie dabei folgendermaBen vor:

(i) Entwickeln Sie in GL. (1) sin ¢ bis O(¢3).

(ii) Machen Sie den Ansatz fiir ¢(2): ¢(t) = ¢ + 62 mit o) > 6@ und ¢V = ¢y coswt.

(iii) Setzen Sie ¢(t) und w = wy + w(l) aus Teil (e) mit wy = 27/Tp in Gl. (1) ein. Dabei sollen
Terme der Ordnung (¢()3 und (¢)" mit n > 3 vernachléssigt werden.

(iv) Losen Sie die Differentialgleichung fiir ¢

Hinweis: Ersetzen Sie cos® z mit Hilfe von der Relation cos®z = (3cosx + cos 3z) /4.




Aufgabe 44 : Gekoppelte Kugeln

Zwei Massenpunkte der Masse m seien mit einer Schnur der Linge [ =
miteinander verbunden (vgl. Skizze). Einer der Massenpunkte gleitet m/.m
reibungsfrei auf einer horizontalen Ebene, der andere kann unter dem

EinfluB der Schwerekraft eine vertikale Bewegung ausfiihren. Benutzen : e
Sie zur Beschreibung des Systems ebene Polarkoordinaten (r, ¢), wobei l
der Ursprung auf dem Loch sitzt, durch das die Schnur verlauft. ¢ "

(a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems auf, Welche Bewegungsgleichung kénnen Sie
sofort integrieren? Welcher Erhaltungssatz steckt dahinter?

(b) Zeigen Sie, dass sich der obere Massenpunkt auf Kreisbahnen bewegen kann. Bestimmen Sie
die Winkelgeschwindigkeit des oberen Massenpunktes in Abhéngigkeit vom Kreisradius.

(c) Zeigen Sie, dass die Bewegung des oberen Massenpunktes auf einer Kreisbahn stabil verlauft.
Benutzen Sie dazu den Ansatz r(t) = ro + p(t), wobei p(t) eine kleine Stérung der Kreisbahn
mit Radius r(t) = ro darstellt (p(t) < rq) und driicken Sie die Winkelgeschwindigkeit des obe-
ren Massenpunktes durch seinem Drehimpuls bzgl. des Ursprungs aus. Entwickeln Sie nun die
Bewegungsgleichung fiir r(¢) fiir kleine p(t) und zeigen Sie, dass die Stérung zu harmonischen
Schwingungen um die Kreisbahn fithrt. Bestimmen Sie die Schwingungsdauer des Systems als
Funktion von Kreisradius und Erdbeschleunigung.

Aufgabe 45 : Deltafunktion
(a) Zeigen Sie, dass folgende Relationen fiir die Deltafunktion d(x) giiltig sind:

(i) d(—z) = o(z), (i) zé(z) =0, (iii) %B(m) =4(z), 0(z) = { (l) :J zg ;
(iv) é(ax) = l‘i—ld(az) . (V)@®-a®) = ﬁ((j(i‘ —a) +d(z +a)),

, i = 5z — xp) , e df(z)
(vi) o(f(x)) = ; -—_—|fl(37n)| mit: fi{ga)= “dz o,

wobei f in (vi) nur einfache Nullstellen n = 1,2...., N hat, d.h. f(z,) =0, (g )5200.

Hinweis: Multiplizieren Sie mit einer Testfunktion, integrieren Sie von —oo bis —oo und beriick-
sichtigen Sie die Definition der Deltafunktion.
(b) Gegeben Sei die Funktion

ff(tﬂ) = / dt(se(t - t(]) f(t)3 mit Jﬁ(t) = %62—_7_? ’

—00

Fiihren Sie fiir f(t) = at + b die Integration explizit aus. Betrachten Sie nun den Limes € — 0.
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