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Aufgabe 1:

(a) Die Bewegungsgleichung lautet:

d~p

dt
= ~F ⇔ m

d~v

dt
= −mgêz − α~v.

Trennen nach x- und z-Komponenten liefert:

mv̇x = −αvx,
mv̇z = −mg − αvz.

Für lange Zeiten erwartet man v̇x = v̇z = 0. Damit ergibt sich vx(t → ∞) = 0 und
vz(t→∞) = −mgα .

(b) Für vx findet man durch Separation der Variabeln: dvx
vx

= − α
mdt ≡ −γdt. Integration dieser

Gleichung liefert: ∫ vx

v0x

dv′x
v′x

=

∫ t

0

−γdt′ ⇔ ln(vx)− ln(v0x) = −γt

⇔ ln
vx
v0x

= −γt

⇔ vx = v0x e−γt.

Separation der Variablen liefert für vz:
dvz
g+γvz

= −dt. Durch Integrieren erhält man:∫ vz

v0z

dv′z
g + γv′z

=

∫ t

0

−γdt⇔ 1

γ
ln

(
g + γvz
g + γv0z

)
= −t

⇔ g + γvz
g + γv0z

= e−γt

⇔ vz =
g

γ

[(
1 +

γv0z
g

)
e−γt − 1

]
.

(c) Die Bahnkurve findet man durch integrieren der Geschwindigkeiten:

x(t) = x0 +

∫ t

0

vx(t′)dt′ = x0 +

∫ t

0

v0xe−γt
′

= 0− 1

γ
v0x
(
e−γt − 1

)
für x(t), und

z(t) = z0 +

∫ t

0

vz(t
′)dt′ = h+

∫ t

0

g

γ

[(
1 +

γv0z
g

)
e−γt

′
− 1

]
= h+

g

γ

(
1 +

γv0z
g

)∫ t

0

dt′e−γt
′
− gt

γ

= h− gt

γ
− g

γ2

(
1 +

γv0z
g

)(
e−γt − 1

)
.

für z(t).

(d) Für t→∞ findet man aus Aufgabe (c): xmax = v0x
γ .



(e) Die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion e−γt ≈ 1 − γt + γ2t2

2 + . . . gilt für Zeiten
t� 1/γ. Einsetzen im Ergebnis von Aufgabe (c) liefert:

z(t) ≈ h+ v0zt+
1

2
(−γv0z − g) t2

Aufgabe 2:

(a) Die Bewegungsgleichung ist jetzt: m~̇v = −mgêz − β
√
v2x + v2z~v. Trennen nach x- und z-

Komponenten liefert:

mv̇x = −β
√
v2x + v2zvx,

mv̇z = −mg − β
√
v2x + v2zvz.

Die Gleichungen für vx und vz sind jetzt gekoppelt, und man kann die beiden Gleichungen
nicht mehr unabhängig voneinander betrachten. Das macht das Problem schwierig.

(b) Für lange Zeiten erwartet man v̇z = 0, und daraus folgt −mgβ = |vz|vz. Man sieht also, dass

vz(t→∞) < 0, und vz(t→∞) = −
√

mg
β ≡ −ve. Da vz(t = 0) = 0 ist auch vz(t) < 0.

(c) Separation der Variablen liefert die folgende Gleichung:

dvz

g + β
m |vz|vz

= −dt.

Integrieren wir diese Gleichung, und verwenden wir vz(t) < 0⇒ |vz| = −vz, so finden wir:∫ vz

0

dv′z

g − β
m (v′z)

2
= −t⇔ m

β

∫ vz

0

dv′z
v2e − (v′z)

2
= −t

⇔ m

β

1

2ve
ln

∣∣∣∣ve + v′z
ve − v′z

∣∣∣∣vz
0

= −t

Nun ist |vz| < ve, und deswegen gilt |ve + vz| = ve + vz und |ve − vz| = ve − vz. Damit
ergibt sich:

ve + vz
ve − vz

= e−2gt/ve ,

und daraus folgt:

vz(t) = −ve
(

1− e−2gt/ve

1 + e−2gt/ve

)
.

(d) Durch Multiplizieren des Zählers und Nenners der obigen Gleichung mit egt/ve ergibt sich:

vz(t) = −ve
(

egt/ve − e−gt/ve

egt/ve + e−gt/ve

)
= −ve tanh

(
gt

ve

)
.

(e) Die Bahnkurve z(t) findet man durch Integration von vz(t). In einer Integraltabelle findet
man:

∫
tanhx = ln coshx. Damit ergibt sich:

z(t) = z0 +

∫ t

0

vz(t
′)dt′ = h− v2e

g
ln cosh

(
gt

ve

)
+
v2e
g

ln(1) = h− v2e
g

ln cosh

(
gt

ve

)
.


