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Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator

(a) f(w)= [Tdte @t f(t) = [T dte= ! f, cos(wt) = fj;o dte_i“tfoi"m*;fm = % fj;o dt [e7i(w=@)t 4 gmilwt@)t]

Mit fjoooo dte™** = 2§(w) bekommen wir:

fw) = for [0(w — @) + 6(w + )] .

(b) Die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators lautet: & + 2vi + w3z = f(t). Da die Fouriertrans-

formierte von dtif,st) gleich (iw)"#(w) ist, bekommen wir durch Fouriertransformation der Bewegungsle-

ichung: -
—w?F(w) + 2yiwiE (W) + wit(w) = flw).
Daraus ergibt sich :

fw)
wd — w? + 2w’

Z(w) =

Mit f(w) = for [0(w — @) 4 0(w + @)] bekommen wir durch Riicktransformation:

z(t) = /+OOC21w:E(w)eM
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2 wi — w? + 21y
~ fRe et (wi — &? — 2iyw)
(w§ — @2)% 4 47202
wg — @?) cos(@wt) + 2yw sin(wt
= f o
0 (W2 — @2)2 + 47202 :

Dieses Ergebnis kann man wieder umschreiben als z(t) = M, wobei tan ¢ = e
[(wE—@2)2 47202 w?—wg
Aufgabe 2: Gradient, Divergenz, und Rotation
(a) Wir berechnen die x-,y-, und z-Komponenten:
O/ 22442422 . . .
o O — G 2z = 2. Fiir die y-und z-Komponenten finden wir analog: 2& = ¥
ox ox 2\/x2+y2+z2 I oy r?
und % = £, Damit ergibt sich
4 T -
= T, z. T
Vr—fem+yey+fezzf
r r r



l/r _ 9 1 _ 1 I . .
o - = 3$(\/$2+y2+22) ST TR 2z = —F. Die anderen Komponenten lassen sich analog
berechnen, und wir bekommen
ﬁl | —Tey — Yey — z€, __i
T r3 r3’
o W = a;, und analog fiir y- und z-Komponenten. Also

ﬁ(d’- T) = g€y + ayéy + a.é, = a.
(b) Fir die Divergenz bekommen wir

eV .i=1+1+1=3.

o V- (Fxa) =2tz | SCamre:) 4 Oy ue) — (4 (40 =0,

(c) Fiir die Rotation erhalten wir:

v/ = z z] 5 12} x| 2

'VXT:[%_i}w+[z gﬁ]ey+{£_%y}ey:0-
- - = 9F A 0, 9 5 0 (0 9 b 2

o Vx(V) = Vx(GheatGetiie) = [F(3) - £GP et | £ GD - HED] et [£GH - 5i(
0, weil %(8@) = aay(aam) und so weiter.

(d) Konservative Krifte

Vx[Ff(r)] = Vx[af(r)es +yf(r)éy + 2f(r)é:]
Ozf(r) _oyf(r)| . . [0xf(r) 0zf(r)]. | [0yf(r) Ozf(r)].
B { oy 0z }eer{ 9z Oz }eer{ or Oy ]ez

Jetzt verwenden wir die Kettenregel: o ai) = %% = gf 7, und analog fiir die Ableitungen nach

y und z (siehe Teilaufgabe (a)). Einsetzen dieses Ergebnisses liefert:

= s _ o [yr a2y 0f(r), | qxz 2z Of(r), | ryz wyy Of(r),
VX[l = [r r} or ew+[r r} or ew—i—[ r} ar
= 0.
o X d = [ya, — zay] é; + [zay — za] éy + [xa, — yay] é;, und damit V x (Fxad) =[—ar —az)és +
[—ay —ay]éy + [—a. —a;]é. = —2d.

Aufgabe 3: Wegintegrale

(a) Wir betrachten das Wegintegral mit der konservative Kraft F = 77"% entlang den Teilkurven ~;:

5w (o _ _ _ a x _ 12 4! _1—1/2)24%
(] ’YlF.dT = fO Fw(x,y = O,Z = a)dx = —fo de = T3Ja2 w2z T T ‘ag
1 1
F(%-1)
= S [2a - o o 2a > 1 pba® 4y 1—1/2\5a _
[ f’y2F~dT = fa FZ(J? = a,y = O,z)dz = _fa mdﬂ? = T3 Jog2 32 — z |2a2 =
1L _ 1
a\v5 V2



n > [2a _ _ _ 2a z _ 1 4a® gy _ o —1/2)4a® _
o [LE-dr = [[TF(z = 0,y = 0,2)dz = = |7 Gmmimpnde = =3/ im = 2 =
1
a

= - ra o - - a = 1 pha® gy 1—1/2150% _
o L F A7 = [y Folr,y = 0,2 = 20)de = — fy Gy e = =3 Jue wom = 271G
1
a

Man sieht also, dass [, o F.dF = fcz F - dF. Fiir konservative Krifte ist das Wegintegral zwischen zwei
Punkten unabhéngig vom Weg zwischen den Punkten.

Fiir die nicht-konservative Kraft F = 7" x a, erhalten wir:

o [ F-dF fy Fo(z,y =0,z =a)dz = — [ aa,dz = —a’ay,.

T,

e/, F.dF = ffu F.(x =a,y=0,2)dz = ffa aaydz = a?ay.
e /. F.df = faza F.(x =0,y =0,2)dz = ffa 0dz = 0.
. f% F.dr = an Fo(z,y =0,z =2a)de = — foa 2aa,dz = —2aa,.
Man sieht, dass hier die Wegintegrale |, o F - d7 und J. Cs F - d7 nicht gleich sein. Das Integral zwischen 7
und 75 héngt vom Weg ab.

(b) [, F-df = [} F.dz = [ —mgdz = —mga.



