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Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator

(a) f̃(ω) =
´ +∞
−∞ dte−iωtf(t) =

´ +∞
−∞ dte−iωtf0 cos(ω̄t) =

´ +∞
−∞ dte−iωtf0

eiω̄t+e−iω̄t

2 = f0

2

´ +∞
−∞ dt

[
e−i(ω−ω̄)t + e−i(ω+ω̄)t

]
.

Mit
´ +∞
−∞ dte−iωt = 2πδ(ω) bekommen wir:

f̃(ω) = f0π [δ(ω − ω̄) + δ(ω + ω̄)] .

(b) Die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators lautet: ẍ+ 2γẋ+ω2
0x = f(t). Da die Fouriertrans-

formierte von dnx(t)
dtn gleich (iω)nx̃(ω) ist, bekommen wir durch Fouriertransformation der Bewegungsle-

ichung:
−ω2x̃(ω) + 2γiωx̃(ω) + ω2

0 x̃(ω) = f̃(ω).

Daraus ergibt sich

x̃(ω) =
f̃(ω)

ω2
0 − ω2 + 2iγω

.

Mit f̃(ω) = f0π [δ(ω − ω̄) + δ(ω + ω̄)] bekommen wir durch Rücktransformation:

x(t) =

ˆ +∞

−∞

dω

2π
x̃(ω)eiωt

=
f0

2

ˆ +∞

−∞
dω

[δ(ω − ω̄) + δ(ω + ω̄)] eiωt

ω2
0 − ω2 + 2iγω

=
f0

2

[
eiω̄t

ω2
0 − ω̄2 + 2iγω̄

+
e−iω̄t

ω2
0 − ω̄2 − 2iγω̄

]
=

f0

2
2Re

[
eiω̄t

ω2
0 − ω̄2 + 2iγω̄

]
= f0Re

[
eiω̄t(ω2

0 − ω̄2 − 2iγω̄)

(ω2
0 − ω̄2)2 + 4γ2ω̄2

]
= f0

[
(ω2

0 − ω̄2) cos(ω̄t) + 2γω̄ sin(ω̄t)

(ω2
0 − ω̄2)2 + 4γ2ω̄2

]
.

Dieses Ergebnis kann man wieder umschreiben als x(t) = cos(ω̄t+φ)√
(ω2

0−ω̄2)2+4γ2ω̄2
, wobei tanφ = 2γω

ω2−ω2
0
.

Aufgabe 2: Gradient, Divergenz, und Rotation

(a) Wir berechnen die x-,y-, und z-Komponenten:

• ∂r
∂x =

∂
√
x2+y2+z2

∂x = 2x

2
√
x2+y2+z2

= x
r . Für die y-und z-Komponenten finden wir analog: ∂r

∂y = y
r ,

und ∂r
∂z = z

r . Damit ergibt sich

~∇r =
x

r
êx +

y

r
êy +

z

r
êz =

~r

r
.
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• ∂1/r
∂x = ∂

∂x ( 1√
x2+y2+z2

) = − 1
2(x2+y2+z2)3/2 2x = −x

r3 . Die anderen Komponenten lassen sich analog

berechnen, und wir bekommen

~∇1

r
=
−xêx − yêy − zêz

r3
= − ~r

r3
.

• ∂(axx+ayy+azz))
∂x = ax, und analog für y- und z-Komponenten. Also

~∇(~a · ~r) = axêx + ay êy + az êz = ~a.

(b) Für die Divergenz bekommen wir

• ~∇ · ~r = 1 + 1 + 1 = 3.

• ~∇ · (~r × ~a) =
∂(yaz−zay)

∂x + ∂(zax−xaz)
∂y +

∂(xay−yax)
∂z = 0 + 0 + 0 = 0.

(c) Für die Rotation erhalten wir:

• ~∇× ~r =
[
∂z
∂y −

∂y
∂z

]
êx +

[
∂x
∂z −

∂z
∂x

]
êy +

[
∂y
∂x −

∂x
∂y

]
êy = 0.

• ~∇×(~∇f) = ~∇×(∂f∂x êx+∂f
∂y êy+∂f

∂z êz) =
[
∂
∂y (∂f∂z )− ∂

∂z (∂f∂y )
]
êx+

[
∂
∂z (∂f∂x )− ∂

∂x (∂f∂z )
]
êy+

[
∂
∂x (∂f∂y )− ∂

∂y (∂f∂x )
]
êz =

0, weil ∂
∂x ( ∂∂y ) = ∂

∂y ( ∂
∂x ) und so weiter.

(d) Konservative Kräfte

•

~∇× [~rf(r)] = ~∇× [xf(r)êx + yf(r)êy + zf(r)êz]

=

[
∂zf(r)

∂y
− ∂yf(r)

∂z

]
êx +

[
∂xf(r)

∂z
− ∂zf(r)

∂x

]
êy +

[
∂yf(r)

∂x
− ∂xf(r)

∂y

]
êz

Jetzt verwenden wir die Kettenregel: ∂f(r)
∂x = ∂f

∂r
∂r
∂x = ∂f

∂r ·
x
r , und analog für die Ableitungen nach

y und z (siehe Teilaufgabe (a)). Einsetzen dieses Ergebnisses liefert:

~∇× [~rf(r)] =
[yz
r
− zy

r

] ∂f(r)

∂r
êx +

[xz
r
− zx

r

] ∂f(r)

∂r
êx +

[yx
r
− xy

r

] ∂f(r)

∂r
êx

= 0.

• ~r × ~a = [yaz − zay] êx + [zax − xaz] êy + [xay − yax] êx, und damit ~∇ × (~r × ~a) = [−ax − ax] êx +
[−ay − ay] êy + [−az − az] êz = −2~a.

Aufgabe 3: Wegintegrale

(a) Wir betrachten das Wegintegral mit der konservative Kraft ~F = − ~r
r3 entlang den Teilkurven γi:

•
´
γ1

~F · d~r =
´ a

0
Fx(x, y = 0, z = a)dx = −

´ a
0

x
(x2+02+a2)3/2 dx = − 1

2

´ 2a2

a2
dx′

x′3/2 = x′−1/2|2a2

a2 =

1
a

(
1√
2
− 1
)
.

•
´
γ2

~F · d~r =
´ 2a

a
Fz(x = a, y = 0, z)dz = −

´ 2a

a
z

(a2+02+z2)3/2 dx = − 1
2

´ 5a2

2a2
dz′

z′3/2 = z′−1/2|5a2

2a2 =

1
a

(
1√
5
− 1√

2

)
.
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•
´
γ3

~F · d~r =
´ 2a

a
Fz(x = 0, y = 0, z)dz = −

´ 2a

a
z

(02+02+z2)3/2 dx = − 1
2

´ 4a2

a2
dz′

z′3/2 = z′−1/2|4a2

a2 =
1
a

(
1
2 − 1

)
.

•
´
γ4

~F · d~r =
´ a

0
Fx(x, y = 0, z = 2a)dx = −

´ a
0

x
(x2+02+4a2)3/2 dx = − 1

2

´ 5a2

4a2
dx′

x′3/2 = x′−1/2|5a2

4a2 =

1
a

(
1√
5
− 1

2

)
.

Man sieht also, dass
´
C1

~F · d~r =
´
C2

~F · d~r. Für konservative Kräfte ist das Wegintegral zwischen zwei
Punkten unabhängig vom Weg zwischen den Punkten.

Für die nicht-konservative Kraft ~F = ~r × ~a, erhalten wir:

•
´
γ1

~F · d~r =
´ a

0
Fx(x, y = 0, z = a)dx = −

´ a
0
aaydx = −a2ay.

•
´
γ2

~F · d~r =
´ 2a

a
Fz(x = a, y = 0, z)dz =

´ 2a

a
aaydz = a2ay.

•
´
γ3

~F · d~r =
´ 2a

a
Fz(x = 0, y = 0, z)dz =

´ 2a

a
0dx = 0.

•
´
γ4

~F · d~r =
´ a

0
Fx(x, y = 0, z = 2a)dx = −

´ a
0

2aaydx = −2a2ay.

Man sieht, dass hier die Wegintegrale
´
C1

~F · d~r und
´
C2

~F · d~r nicht gleich sein. Das Integral zwischen ~r1

und ~r2 hängt vom Weg ab.

(b)
´
γ
~F · d~r =

´ a
0
Fzdz =

´ a
0
−mgdz = −mga.
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