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Aufgabe 1

(a) Das Potential U(x) hat ein Minimum am Ursprung. Wir untersuchen das Verhalten fiir
T — Foo:
Fiir 2 — oo gilt: e7** — 0, und damit U(z) — Uy. Fiir z — —oc hingegen gilt ~** — oo,
und damit U(z) — oo.
Das Potential sieht folgendermaflen aus:
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(b) Wir zeichnen die Energie E < Uy in das Schaubild ein: Aufgrund der Energieerhaltung
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E = imi?+U(z) ist die Bewegung des Teilchens auf die Bereiche mit U (z) < E beschréinkt.
Wenn das Teilchen anfiéinglich eine positive Geschwindidkeit besitzt, wird es bis zum Stelle
x4 gelangen (siehe Skizze) und sich dann in umgekehrter Richtung bewegen, bis es die
Stelle z_ erreicht, dort wieder umkehrt,usw.. Das Teilchen wird also zwischen den beiden

Stellen x_ und x4 oszillieren, die durch die Bedingung F = U (x4 ) bestimmt sind:
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(¢) Wir zeichnen die Energie E > Uj in das Schauild ein: Das Teilchen bewegt sich in positive
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Richtung. Da nun U(z) < Uy < E fiir > 0 gilt, kann das Teilchen den Potentialtopf ver-
lassen und wird sich mit nahezu konstanter Geschwindigkeit in positiver Richtung entlang
der x-Achse bewegen.

Aufgabe 2

(a) In der Nihe des Ursprungs @ = 0 ist der Verlauf des Potentials durch den quadratischen
Term bestimmt: U(x) ~ bx?. Fiir  — 400 dominiert der Term ~ 2%, und es gilt: U(x) —
—oo. Das Potential sieht folgendermafien aus:

(b) Wir berechnen die Extremstellen von U(x): Aus der Bedingung U’(x) = 2bx — 4cz® = 0

folgt: x = 0 oder x = 4/ 2%. Bei = 0 handelt es sich um die Minimalstelle des Potentials,
die Stellen & = +21 mit

xrp = 2—

die Maximalstellen von U (x).

(c) Aus der Energieerhaltung E = imd? + U(z) und der Bedingung E = U(21) = ba? — cz}
folgt:
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Aus x1 = \/2% folgt % = 22?. Wenn wir das obige Gleichung einsetzen, erhalten wir:
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(d) Aus @2 = 2¢ (2f — z2)2 folgt & = 92 = 4, /2¢ (27 — 2?). Wir betrachten im Folgenden den
Fall einer positiven Anfangsgeschwindigkeit, d.h. ‘fi—f > 0. Damit erhalten wir mit Hilfe der



Methode der Separation der Variablen:
/ x
/ dt’ = / ———did' =t = /ﬂi {arctanh (x_)}
/ x o :E/Q 2c T T zo

wobei wir verwendet haben, dass Earctanh (%) die Stammfunktion von —L —— ist. Auflosen
nach x ergibt die Losung

2
x(t) = x1 tanh (xu/ %4 + arctanh <@>>
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(e) Wir setzen z(t) = 0, woraus folgt: @14/ 25t + arctanh (i—?) =0, und damit:
1
t=—4/ I arctanh <@)
2c x1 T
Wir skizzieren t(zg): Fiir g — —x; gilt arctanh (z‘l’) — —o00, und damit ¢ — co. Es dauert

Divergenz bei z¢g = z; A
to(wo)
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unendlich lange, bis der Ball losrollt.
Aufgabe 3

Die Taylorentwicklung bis zur dritten Ordnung ist gegeben durch: T3(z) = f(a) + f'(a)(z —a) +
1) (3 — )2 4 f(Sé(a) (x — a)?

(a) Die ersten drei Ableitungen von f(z) = e~ sind: f'(z) = —e~%, f"(z) = e~® und f©®)(z) =
—e~*. Durch Einsetzen von a=0 ergibt sich damit:

1 1
Ts(x)=1—x+ 2% + =23
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(b) Die ersten drei Ableitungen von f(x) = /1 + x sind: f'(x) = ﬁ, () = 4(171)§ und
+x)2
fO)(z) = " 3 T Durch Einsetzen von a=0 ergibt sich damit:
+x)2
11 1,
Ts(x )f1+2:cf§z +1—6x
(c) Die ersten drei Ableitungen von f(z) = In(x) sind: f'(z) = L, f”(z) = =3 und f G)(z) = 2.
Durch Einsetzen von a=1 ergibt sich damit:
1 1
T5(z) = — §z2 + gz?’

Wir entwickeln sin(z) in der Nihe der Stelle z = 0: sin(r) ~ x — 3. Die Gleichung 22 = sin(z) wird
3 _

6
damit zu x — = 22, woraus folgt: x = 0 oder 1 — Jc2 = x. Daraus ergeben sich die gesuchten
Losungen:
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