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Aufgabe 1: Beispiel einer Zentralkraft

(a)

Die Gravitationskraft auf die Masse ms ist gegeben durch F, = —msogé,. Diese Kraft wird durch die Schnur
direkt an das erste Teilchen weitergegeben, hat jetzt aber die Richtung —é,. Da die Gravitationskraft
auf my durch eine entgegengestezte Kraft, die der Tisch auf das Teilchen ausiibt, aufgehoben wird, ist die
Kraft die auf Teilchen 2 wirkt gegeben durch F, = —Magé,.

Der Drehimpuls fiir das erste Teilchen (masse m;) ist gegeben durch:

L=71 % i = péy x i (péy + pdéy ) = mip2de, x ég = mip?de.,
wobei wir den Impuls p| = m7; in Zylinderkoordinaten ausgedriickt haben (v = pé, + p¢é¢). Da die

Kraft auf das erste Teilchen eine Zentralkraft ist, bleibt der Drehimpuls erhalten, und es gilt:
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Der Drehimpuls fiir das zweite Teilchen Eg = 75 X po = 0, weil 75 und po immer senkrecht aufeinander
stehen.

Den kinetischen Anteil finden wir aus:

1 1 1 ) U : 1 1 ) : 1 .
T = gmav} + gmavs = oma(p® + 2pp0e, - ég + p*0%) + gmap® = S (p2 + p2¢2) + 5map’,
wobei wir verwendet haben, dass 7 = hé, = (p — [) é, und damit 05 = 7.:'2 = pé,. Nur die unter dem Tisch
héngende Masse my liefert einen Anteil zur potentiellen Energie, da wir das Nullniveau nach p = [, also
z = 0 legen:

V=mag(p—1).

Damit ergibt sich fiir die Gesamtenergie E =T + V:

mi +ma . mi o
"+ P+ mag(p—1).
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Wir schreiben die Gesamtenergie F in folgender Form:

mip+msz .

E=—7 0%+ Ver(p),

wobei

mi L \? L?
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eft(p) = mag (p— 1)+ —=p <m1p2> 2y +mag (p—1)

Nun skizzieren wir das effektive Potential:
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Das Maximum pg erhalten wir durch Differenzieren nach p und anschlieffendem Nullsetzen:

d B 2.2 B 1.2 3
—Vert(po) = 0= — — +mag =0=pp = .
p 2m1pp mimag

In diesem Fall oszilliert p zwischen den beiden Randwerten ppi, und pmax (siehe Abbildung), die man aus
der Bedingung Veg(p) = E herleiten kann. Physikalisch sieht es folgendermafsen aus: Teilchen 1 kreist
herum, und es entsteht eine Zentrifugalkraft die das Teilchen nach aussen zieht. Die Gravitationskraft auf
das zweite Teilchen wirkt dieser Zentrifugalkraft entgegen. Ist die Gravitationskraft grofser, so bewegt sich
das erste Teilchen zum Ursprung hin (p wird kleiner). Da der Drehimpuls L = my pQ(ﬁ eine Erhaltungs-
grofse ist, muss sich die Winkelgeschwindigkeit d) erh6hen. Dadurch wird die Zentrifugalkraft grofer und
grofser. Ab einem bestimmten Zeitpunkt iibersteigt die Zentrifugalkraft die Gravitationskraft und das er-
ste Teilchen féngt an sich nach aufen zu bewegen (p nimmt zu). Dadurch wird die Winkelgeschwindigkeit
(und damit die Zentrifugalkraft) kleiner, bis die Zentrifugalkraft wieder kleiner ist als die Gravitationskraft
und das ganze wieder von vorne anfiangt.

Da Vegt(p) — oo fiir p — 0, ist es unmdglich den Zustand p = 0 zu erreichen. Dies ist nur méglich, falls L
und damit ¢ gleich Null ist.
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Wollen wir den Zustand p = [ erreichen, so muss E = Vog(l) = 2751[2 = ( 21m(ll20) = m12’;g¢0 sein. Also
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Aufgabe 2: Polarkoordinaten

(a) Fir ¢ = 0 gilt:

g = é,cosb —é,sinf und é, = €, sinb + €, cosb.
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Fiir 0 = 7 gilt:
€y = —€zsin @ + €, cos ¢ und &, = é; cos ¢ + €, sin ¢.
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(b) éy = <fqgsin¢sin0+9'cos¢cose) és + (q.bcosqbsin9+ 9Sin¢c0s9) éy — fsinhé, = ésin9é¢ + Béq.
) 7=1é, +1é, = resinbé, + rhég + ié,. us L = mi x 7 olgt
P ¢sinféy + 1o Aus L fol

L= mré, X (rqS sin féy + r0éq + fér> = mr? (—gﬁsin 0ég + 9é¢> .



