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Aufgabe 1: Zentralkraft

(a) Das Potenzial U(r) = $uwir?, ergibt die Kraft Fio = —V1U = —%uw%ﬁl (z1 —22)? + (1h —y2)?) =
—pwd ((r1 — z2)éx + (y1 — y2)éy) = —pwd7 Wir haben hier die Drehimpulserhaltung schon verwendet
und angenommen, dass die Teilchen sich in der x-y-Ebene bewegen (z; = 23 = 0).

(b) Wir schreiben 7 = ré, in Zylinderkoordinaten. Fiir die Geschwindigkeit finden wir dann P = T, + rq5é¢

. . .. .\ 2 .
(mit é, = ¢é4, sieche Ubungsblatt 11). Damit ergibt sich: (F) =72 +r2¢? =72 + ﬁ , wobei wir den

erhaltenen Drehimpuls L = m“Qé eingesetzt haben. Wir finden fiir die relative Energie:

E 1'2+U() it Ueg(r) L2+U() L2+1 22
= —ur r mi r)=—— r) = ——= + —Jwgre.
rel 2:“ eff ) eff 2Mr2 2/”“2 2#’ 0
Das Minimum dieses Potenzials ergibt sich aus dg—;’“ =0<¢& _#Tji - + uw%rmin =0« rﬁlin = ToLJo’ un
damit Ueff(rmin) = (.OOL .
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(c) Es gibt nur gebundene Bahnen. Der Abstand r zwischen den beiden Teilchen oszilliert zwischen den
Werten r; und r9, die durch die relative Energie bestimmt werden (siehe Abbildung). Die zwei Teilchen
stofen nicht aufeinander, solange L # 0 gilt.

(d) Aus den Ausdriicken fiir die relative Energie folgt:

d 2 L2 d
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t 19 ur \/2 (Erel/r2 _ U,},,Q _ L72)




Integration dieser Gleichung ergibt:
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Nach einsetzen der angegebene Stammfunktion finden wir:

1 . E — pwgr . E — pwird
t—t) = ——— |arcsin | ————— | — arcsin | —————— .
2wo VE? —wiL? VE? —wil?

Mit der Randbedingung 73 = ng ist der letzte arcsin gleich Null, und wir bekommen:
[0

) E — pwir? E E? —w3L? |
-2 t—1tog) = — | &) =\ —S F——— 2 t—1o)).
wo ( 0) = arcsin <\/m (%) o + e sin (2w ( 0))
do

Wir verwenden gb Iy crund L = ur2¢> und finden damit:

dr  wr?  ou 2 1 L2 V2 1 L2
ar_ B2 2By — = pwr? — _ cr | Bogr? — = pa2rt — =
o L L " o\ T Qe T g L " 7% = 2%

Separation der Variablen liefert:
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do =

Integration und Substitution u = 72 liefert:

du

/ \/ stwiu? + Eu — 2

Nach einsetzen der Stammfunktion bekommt man:
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Da der zweite arcsin nicht von r abhéngig ist, konnen wir den Term in die Phase ¢y absorbieren. Wir
bekommen dann:

272 2
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wobel wir ¢ = ¢g — %arcsin 1-— w‘;?) definiert haben, und die Anfangsbedingung rq = %
0

verwendet haben. Daraus bekommt man jetzt

woL
\/1—\/1— 02— sin (2(¢ — ¢p))




Figure 1: Der Bahn r(¢)/ro fiir woL/E = 0.7 und ¢}, = 0.0

Aufgabe 2: Ellipsengleichungen

(a) Siehe Abbildung.

(b) Mit dem Stift auf Position (z = 0,y = b) gilt: s? = (é)Q = h% 4+ b2 Mit dem Stift auf Position
(x =a,y =0) gilt: L =h+a+ (a —h) =2a. Durch Eliminieren von h aus diesen beiden Gleichungen,

erhalten wir h? = a2 — b2.



(c) Esgilt: 2’ =rcos¢p =2 —hund y =rsing =y. Also:

r = rcos¢+h,

y = rsing.
Wir setzen diese Ausdriicke in die Ellipsengleichung ein, und bekommen:

(rcosd + h)? n (rsin ¢)?

2 = = ls
r? C082¢+27;hC0S¢—|—h2 N r2sin? ¢ N
a b2
r2b% cos? ¢ + 2rhb® cos ¢ + h2b? + r2a?sin® ¢ = a?b?

2

Jetzt setzen wir b2 = a2 — h? in den ersten Term ein:

r2a? cos? ¢ — r2h?% cos® ¢ + 2rhb? cos ¢ + h2b? + r2a® sin® ¢
r?a? — r?h? cos® ¢ + 2rhb? cos ¢ + K202 = a®b?

Il
)

Jetzt verwenden wir: (rh cos ¢ — b2)2 = 12h2 cos? ¢ + 2rhb? cos ¢ — b*. Damit erhalten wir:
r?a? — (rh cos ¢ — b2)2 + b+ K2 = a?b?

Nun setzen wir wieder h? = a2 — b? ein, und bekommen:

r2a? — (rhcosqS — b2)2 = 0«
ra = |rhcos¢ —b% =b? —rhcos¢ <
b2 b?/a
"6) = /

a+ hcos¢ B 1+ %cosqb'
Damit ist p = b?/a und € = h/a.

(*)Hinweis:

rhecosgp —b? < 0&
rhcosp+h?—a? < 0&
h(rcos¢+h)—a®> < 0«
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Die letzte Ungleichheit gilt, weil h < @ und z < a.
(d) Man sieht, dass
2 _ 2 2 _ /2 2
T y "+ (h—2z)*=r=+y?+ (h—2)? und



Da r + s = L, finden wir aus der letzten Beziehung: (L —r)? = y? + (h + x)? . Nach Einsetzen der
Gleichung fiir 7, bekommt man:

L2492+ (h—2)? =20y + (h— 2)?
L? — 2hx — 2L+\/y2 + (h — z)?

(L VAT hap)

2L
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vV +h?42hs +2° o
2hr &
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Quadrieren dieser Gleichung, und Einsetzen von L = 2a (siehe Teilaufgabe b) und h? = a? — b? liefert das

Ergebnis: i—i + ";—z =1



