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(*) Aufgabe 30 (7P): Energieerhaltung

Ein Massenpunkt mit zeitlich konstanter Masse m bewegt sich in einer Dimension unter dem
Einfluß einer Kraft F (x).

(a) Leiten Sie ausgehend von der Gleichung

F (x) = mẍ (∗)

den Energieerhaltungssatz her. Drücken Sie dazu die Kraft F (x) durch das zugehörige
Potential

V (x) = −

∫ x

xR

F (x′)dx′ (xR ist ein beliebiger Referenzpunkt)

aus, multiplizieren Sie die Gleichung (∗) mit ẋ und integrieren Sie über t.

(b) Die in (a) eingeführte Integrationskonstante kann als Gesamtenergie E interpretiert werden.
Zeigen Sie nun mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes, dass die Umkehrfunktion t(x) der
Bahnkurve durch

t(x) − t0 = ±

√

m

2

∫ x

x0

dx′
√

E − V (x′)
(∗∗)

gegeben ist, wobei x0 = x(t0).

(c) Betrachten Sie nun den Spezialfall F (x) = −kx und die Anfangsbedingung x(0) = x0 > 0,
ẋ(0) = 0. (i) Skizzieren Sie das zugehörige Potential V (x) und bestimmen Sie die Um-
kehrpunkte der Bewegung. (ii) Berechnen Sie das Integral (∗∗). (iii) Skizzieren Sie die
resultierende Bahnkurve x(t).

Aufgabe 31: Gradient, Divergenz und Rotation

(a) Gegeben seien eine skalare Funktion φ(~r) und eine vektorielle Funktion ~f(~r), die zweimal
stetig partiell differenzierbar sind. Zeigen Sie, dass gilt

(i) rot gradφ(~r) = 0 ,

(ii) div rot ~f(~r) = 0 ,

(iii) div gradφ(~r) = △φ(~r) ,

(iv) rot rot ~f(~r) = grad div ~f(~r) −△ ~f(~r) ,

(v) div (φ(~r) ~f(~r)) = ~f(~r) · gradφ(~r) + φ(~r) div ~f(~r) ,

(vi) rot (φ(~r) ~f(~r)) = gradφ(~r) × ~f(~r) + φ(~r) rot ~f(~r) ,

Bitte wenden.



wobei der Laplace-Operator
”
△“ gegeben ist durch

△ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

(b) Betrachten Sie nun die Funktion ~f(~r) = ψ(r)~r
r

mit r = |~r| (ψ(r) sei eine differenzierbare
skalare Funktion). Berechnen Sie

(i) div ~f(~r) und (ii) rot ~f(~r) .

(*) Aufgabe 32 (13P): Wegintegrale

Gegeben seien die drei Kräfte

~Fa(~r) =





y

2x
0



 , ~Fb(~r) =
~r

~r 2
, ~Fc(~r) =

1

x2 + y2





−y
x

0



 .

Berechnen Sie für jede dieser drei Kräfte die Wegintegrale
∫

C
~Fi(~r) ·

d~r, i = a, b, c, entlang der drei skizzierten Wege in der xy-Ebene von
(1, 0, 0) nach (0, 1, 0).
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Aufgabe 33: Satz von Stokes

(a) Verifizieren Sie den Satz von Stokes,

∫

S

(~∇× ~F ) · d~σ =

∫

∂S

~F · d~r, (∗)

für die Funktion ~F = x2y ~ex +2yz ~ey +3xz ~ez. Die Integrationsfläche S sei die Einheitskreis-
scheibe in der xy-Ebene, ∂S deren Rand, und d~σ ein infinitesimales vektorielles Flächen-
element.

(b) Betrachten Sie nun das Kraftfeld ~F = Fx ~ex + Fy ~ey + Fz ~ez .

Fx = −
y

x2 + y2
, Fy =

x

x2 + y2
, Fz = 0 ,

Berechnen Sie wieder die beiden Integrale aus (∗), und interpretieren Sie das Ergebnis.
Berechnen Sie auch

∫

∂S′

~F · d~r, wobei ∂S′ der Rand der Einheitskreisscheibe S ist, deren
Mittelpunkt um eine Längeneinheit in x-Richtung verschoben wurde.
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