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(*) Aufgabe 41 (12P): Mathematisches Pendel

(a)

Die Bewegungsgleichung eines mathematischen Pendels lautet
mld +mgsing = 0. (1)

Zeigen Sie, dass man fiir den Grenzfall kleiner Auslenkungen
die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators erhélt und
bestimmen Sie die dazugehotrige Schwingungsdauer Tj.

Hinweis: Entwickeln Sie die Funktion sin¢ bis zur fithrenden
Ordnung in eine Taylorreihe um den Punkt ¢ = 0 (d.h. um die
Ruhelage). Die Taylorreihe einer Funktion f(z) um z = ¢ ist
gegeben durch
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wobei f() die i-te Ableitung der Funktion f bezeichnet.

Zeigen Sie dass der allgemeine Ausdruck fiir die Schwingungsdauer T° des mathematischen
Pendels (1) gegeben ist durch
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wobei ¢y die Maximalauslenkung bezeichnet.
Hinweis: Berechnen Sie mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes E = mi2¢?/2 + V(¢) die

Umkehrfunktion ¢(¢) der Bahnkurve (analog zu Aufgabe 30(b)) und leiten Sie daraus (2)
ab.

Leiten Sie folgende zu Gleichung (2) dquivalente Form her:
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Gehen Sie dabei folgendermafien vor: Ersetzen Sie cos ¢ mit Hilfe der Relation cos¢ =
1—2sin?(¢/2) und fithren Sie danach die Variablentransformation sin(¢/2) = sin(¢g/2) sin x
aus.

Bestimmen Sie die Abweichung der Schwingungsdauer des Pendels von der des harmoni-
schen Osrzillators (7). Entwickeln Sie dazu den Integranden aus (3) fiir £ < 1 bis zur
Ordnung k? und berechnen Sie das auftretende Integral.

Bitte wenden.



(e) (freiwillig) Bestimmen Sie die zu dieser N#herung gehorige Losung ¢(t) fiir die Anfangsbe-
dingung ¢(0) = ¢¢. Gehen Sie dabei folgendermaflen vor:

e Entwickeln Sie sin¢ in Gleichung (1) bis einschliesslich O(¢?) und verwenden Sie den
Ansatz 6(t) = ¢W(t) + ¢ (1) mit ¢ (1) < ¢M(t) und ¢V (t) = ¢gcos(wt), wobei
w=uwy + w®,

e Zeigen Sie mit Hilfe von Teilaufgabe (d), dass w® = —¢2wy/16 gilt.

Hinweis: Vernachlissigen Sie Terme der Ordnung (w®)" mit n > 2.
e Bestimmen Sie die Differentialgleichung fiir ¢(?)(¢) und 16sen Sie diese.

Hinweis: Beachten Sie, dass ¢(?)(¢) von der Ordnung ¢35 ist und vernachlissigen Sie alle
Terme der Ordnung ¢ mit n > 4. Ersetzen Sie cos® r mit Hilfe der Relation cos®z =

(3 cos x+cos 3x) /4. Fiir die partikuldre Losung bietet sich der Ansatz ¢1(72) (t) = C cos(3wt)
mit C' € R an.

(*) Aufgabe 42 (8P): Green’sche Funktion

Die Green’sche Funktion G(t,t) fiir den geddmpften harmonischen Oszillator erfiillt die Dif-
ferentialgleichung
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(a) Bestimmen Sie die Green’sche Funktion G(t,t) fiir den Kriechfall (wg < p/2).

(b) Bestimmen Sie fiir den Kriechfall die Losung der Bewegungsgleichung des angetriebenen
harmonischen Oszillators

m Czlt? - p% + w(%) x(t) = F(t) (5)

fiir die Kraftfunktionen

(i) F(t) = F0t0(t)9(to - t) mit tg > 0 und

(ii) (freiwillig) F(t) = Fy sin(wt)0(t).

Benutzen Sie dazu die in Teilaufgabe (a) bestimmte Green’sche Funktion um einen par-
tikuldre Losung von (5) zu bestimmen. Wie lautet die allgemeine Losung von (5) fiir die
Anfangsbedingungen z(0) = 0, #(0) = 07 Untersuchen Sie die Losung fiir Fall (ii) fiir
grofe Zeiten t und zeigen Sie, dass die Losung in diesem Limes mit der aus Aufgabe 39 (a)

iibereinstimmt.
Hinwesis:
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Bitte beachten Sie die Ankiindigung der schriftlichen Priifung auf
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