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Aufgabe 4: Hyperbelfunktionen (10 Punkte)

Die Funktionen .. S
sinhz = % und coshz = % (1)

heiflen Sinus Hyperbolicus bzw. Kosinus Hyperbolicus. Tangens und Kotangens Hyperboli-
cus sind tanh z = (sinh )/ cosh x und cothx = 1/ tanh x.

a) Zeigen Sie:

i) Lsinhz = coshuz, (1 Punkt)
ii) & coshz = sinhz, (1 Punkt)
iii) cosh?x —sinh*z =1 . (1 Punkt)

b) Berechnen Sie die Umkehrfunktionen arsinh y und arcosh y. Schrinken Sie dabei den
Definitionsbereich der cosh Funktion auf die positive reelle Achse (x > 0) ein.

(3 Punkte)
c¢) Losen Sie folgende unbestimmte Integrale fiir t > a > 0, indem Sie geschickt substi-
tuieren:
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(4 Punkte)
Aufgabe 5: Differentialgleichungen (10 Punkte)

In der Physik begegnet man oft Differentialgleichungen; das sind Gleichungen, die eine
Funktion y(x) mit ihren Ableitungen y'(z), y”(x) etc. verkniipfen. Ziel dieser Aufgabe ist
die Losung einer bestimmten Klasse von Differentialgleichungen. Zunéchst betrachten wir

Y (z) + f(z)y(x) =0, (2)

wobei f(z) eine beliebige reelle stetige Funktion ist.



a)

Sei nun

2(x) = e"Py(a)
wobei F(z) eine Stammfunktion zu f(z) ist und y(z) Gleichung (2) erfiillt. Zeigen Sie
2'(x) = 0. (3 Punkte)

Geben Sie alle Funktionen z(z) mit der Eigenschaft z’'(x) = 0 an. Bestimmen Sie da-
raus alle Losungen y(x) der Gl. (2). Uberpriifen Sie, ob sich die Losungsmenge éndert,
wenn Sie zur Stammfunktion F'(x) eine beliebige Konstante addieren. Zeigen Sie, dass
die Losungsmenge durch eine einzige reelle Konstante, die sog. Integrationskonstante
der Differentialgleichung parametrisiert werden kann. (2 Punkte)

Losen Sie Gl. (2) fiir die Falle
i) f(x) =ax® mit a,b € R und b # —1, (1 Punkt)
ii) f(x) =a/x mit a € R. (1 Punkt)

Finden Sie alle Losungen der Gleichung

Y (@) + f2)y(z) = g(x), (3)

wobei g(z) eine beliebige differenzierbare Funktion ist.

Hinweis: Wihlen Sie als Losungsansatz Ihr Ergebnis aus (b) und ersetzen Sie die Inte-
grationskonstante der Differentialgleichung durch eine (noch zu bestimmende) Funk-
tion C'(z). Leiten Sie dann eine Gleichung fiir C'(z) her. (2 Punkte)

Losen Sie Gl. (3) fiir den Fall f(z) = 1 und g(z) = e*. Achten Sie dabei auf die
Integrationskonstante. (1 Punkt)



