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1. Kronecker und Levi-Civita Symbole (10+5+5+ 10+ 54 10+ 5 = 50 Punkte)

(a)

Beweisen Sie die Relation Z§:1 €ijk€ilm = 0j10km — OjmOki-

Es muss gelten, dass j # k und [ # m, da ansonsten der e-Tensor verschwindet. Die
zu beweisende Relation erfiillt diese Bedingung, d.h. die rechte Seite verschwindet
firj=koderl=moder j=k=101=m.

Fiir festes j # k und [ # m verschwindet der e-Tensor nur dann nicht, falls ¢ #£ j
und 7 # k, bzw. ¢ # [ und 7 # m, gilt. Daher ist €;;, und €;,, nur einmal in der
Summe von ¢ = 1,2, 3 von Null verschieden. Damit das Produkt nicht verschwindet,
muf} dass der Fall fiir das gleiche i sein. Also muiissen die Paare (j, k) und (I, m) aus
den gleichen zwei Zahlen gezogen werden. Wenn das nicht der Fall ist, verschwindet
die linke, aber offensichtlich auch die rechte Seite.

Falls die Paare (j, k) und (I,m) aus den gleichen zwei Zahlen gezogen werden gibt
es zwel Moglichkeiten, erstens 7 =1 und k¥ = m oder j = m und k£ = [. Im ersten
Fall finden wir €;;,€;;, = +1, im zweiten Fall finden wir €;;,€;,; = —(el-jk)2 = —1.
Dies gilt auch fiir die rechte Seite der Formel, womit diese bewiesen ist.

Wie verhélt sich das Kreuzprodukt der Vektoren a und b unter einer (aktiven)
Inversion der Vektoren a -+ —a, b — —b ?

Es gilt dass @ x b = (—a) x (—b). Das Kreuzprodukt also invariant unter einer
aktiven Inversion. Dies ist die Eigenschaft eines sogenannten axialen Vektors. Ein
Vektor, der sein Vorzeichen umdreht bei einer (aktiven) Inversion (so wie der Orts-
oder Impulsvektor) wird als polarer Vektor bezeichnet.

Zeigen Sie, daB a-(bxc)=b-(cxa)=c-(a xb).

3 3
a - (b X C) = Z eijkaibjck = Z ejkia,'bjck =b- (C X a)
1,5,k=1 4,7,k=1
3
= Z ekijaibjck =C- (a X b) (1)
1,5,k=1

wegen der zyklischen Eigenschaft des e-Tensors.

Zeigen Sie, daf a- (b x ¢) das Volumen eines Parallelepipeds mit Seitenléngen a, b, ¢
ist. Was passiert im Falle, dafl zwei Vektoren parallel sind ?

Die Fliche A des Parallelogramms, das von den Vektoren b und ¢ aufgespannt wird
ist gegeben durch

A = Grundseite x Héhe = besin ¢, (2)

wobei wir b als Grundseite und csin ¢ also Hohe gewéhlt haben. Der Winkel ¢ ist
als der Winkel zwischen b und c¢ definiert. Die Formel ist anschaulich und folgt
direkt aus der Beobachtung A = (b+ [)h — 241h wobei b = |b|, h = |c|sin¢ und
[ = |c| cos ¢.



Wihlen wir b entlang der z-Achse und ¢ in der z-y-Ebene, so erhalten wir aus

0
|bxc| = 0 =besing. (3)
baicy

Das Volumen des Parallelepipeds ist gegeben durch

V = Grundflache x Hohe. (4)

Dies folgt durch Zerschneiden des Parallelepipeds analog zur Fldchenformel fiir das
Parallelogramm. Wir erhalten daher

V = Aacosf = alb x ¢|cosf =a- (bxc), (5)

wobei 6 der Winkel zwischen der Senkrechten auf der Ebene, die von b und c
aufgespannt wird und a ist. Wir wissen ja bereits, dass das Kreuzprodukt b x ¢
senkrecht auf sowohl b als auch c¢ steht. Dies folgt direkt aus der antisymmetrischen
Eigenschaft des e-Tensors.

Falls zwei der Vektoren parallel sind, verschwindet offensichtlich das Volumen des
Parallelepipeds. In der Formel folgt das direkt aus a x a = 0 und der Formel, die
Sie in Aufgabenteil (c) bewiesen haben.

Benutzen Sie Aufgabenteil (d) um der Determinantenfunktion eine anschauliche
Interpretation zu geben. Was ist die Determinante einer Matrix, in der zwei Zeilen
oder Spalten Vielfache voneinander sind 7

Es gilt

3

det A = Z €ijkA102503k = A1 * (ag X a3) s (6)
i,j k=1

wobeil a; die Zeilen der Matrix A darstellen. Die Determinante einer Matrix be-
schreibt also das Volumen des Parallelepipeds, das durch die Zeilenvektoren der
Matrix A aufgespannt wird. Daher verschwindet die Determinante falls zwei Zeilen
Vielfache voneinander sind, die Vektoren also (anti-)parallel sind.

Fiir die Spalten folgt das gleiche aus der Beobachtung, dass det AT = det A, wobei
AZ; = Aj; die transponierte Matrix darstellt. Dies kann man wiefolgt beweisen

3
det A=Y sign(0)ai,(1)t202)a303) = »_ sign(o) [ [ ain)
=1

o€Ss 0€S3
3 3
= Z sign(o) Haaq(j)j =, Z sign(T_l) HG’T(J')J'
j=0710) 23, i=j T ress i=j
3
= Z sign() HaT(j)J = det AT . (7)
TES3 =7

Hier bezeichnet S3 die Gruppe der Permutationen des Tupels (123) und sign(o)
gibt an, ob die Permutation o € S5 eine zyklische Vertauschung entspricht, fiir die
sign(o) = 1 gilt, oder einer anti-zyklischen Vertauschung, fiir die sign(o) = —1 gilt.
Im vorletzten Schritt haben wir verwendet, daf8 sign(77!) = sign(7)~! = sign(7),
da sign(7) = £1.



(f)

(2)

Berechnen Sie a x (b x ¢).

Es gilt
3 3
X (b X C) = Z eie,;jkajeklmblcm = Z eiekijajeklmblcm
i,5,k,l,m=1 i,5,k,l,m=1
3 3
Z el zléjm — Zméjl)ajblcm = Z €; [ajbicj — ajbjci
3,lm=1 ij=1
(a-c)—c(a-b). (8)
Dies wird auch als ,,bac-cab“-Regel bezeichnet.
Berechnen Sie (a x b) - (¢ x d) sowie (a x b)?.
Eine direkte Berechnung ergibt
3 3
(@xb) (cxd)= Z €ijkbk€imCdm = Z 8j10km — OjmOkt) ajbrcidm
,5,k,l,m=1 l,m=
3
- [ajbkcjdk —ajbkckdj} —(a-¢)(b-d)—(a-d)b-¢). (9)
jk=1

Aus der vorherigen Rechnung folgt direkt
(@axb)?=(a-a)(b-b)—(a-b)(a-b) =a?b*(1 —cos’>h) =a’*sin’6. (10)

2. Kugelkoordinaten (5454545 = 20 Punkte)

(a)

Bestimmen Sie die Basisvektoren der Kugelkoordinaten e, = r/|r| mit r = (z, vy, 2),
eg = Oe,/00/|0e, /00| und e, = Oe,/0p/|0e, /0|

Die orthonormierten Basisvektoren der Kugelkoordinaten sind gegeben durch

e =r/|r| = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, COSG)T (11)
ey = Oe, /00 /|0e, /06| = (cos b cos ¢, cos § sin ¢, —sinG)T (12)
ey = Oe,/0¢/|0e, [/0¢| = (—sin ¢, cos qS,O)T. (13)

Driicken Sie den Ortsvektor einer Trajektorie r(t) = z(t)e, + y(t)ey, + z(t)e, in der
Kugelkoordinatenbasis aus.
Der Ortsvektor in Kugelkoordinatenbasis lautet

r(t) = z(t)es + y(t)ey + z(t)e, = r(t)e, . (14)

mit r(t) = \/z(t 24+ 2(t)2.
Drucken Sie den Geschwmdlgkeltsvektor einer Trajektorie v(t) = 7(¢) in der Ku-

gelkoordinatenbasis aus.
Der Geschwindigkeitsvektor in Kugelkoordinatenbasis lautet

867«0 i Oe,
(ol0]

wobei wir benutzt haben, dass %eer = ey und %‘Z = sinfeg.

v(t) =7(t) =re, + r( gb) =re, + 7“(969 + sinOgey) (15)




(d) Driicken Sie den Beschleunigungsvektor einer Trajektorie a(t) = #(t) in der Kugel-
koordinatenbasis aus.
Der Beschleunigungsvektor in Kugelkoordinatenbasis lautet

a(t) = i(t) = e, + 7(0eg + sin Ggﬁe¢) + 7(feg + sin 9q§e¢) + r(feg + sin 9@56@

. 860 . 860 . . . ae(b . ..
+ T[0<W0 + 90 > + sm&qﬁ(a—qbqﬁ) + cos 60¢e¢] . (16)
Verwenden wir nun dass % = e, 88% = cosfley, %%‘f = —sinfe, — cosfey und

fassen Terme zusammen, so erhalten wir
a(t) =7(t) = e, [7“ — r0? — r¢? sin’ 0} + eg [2739. + 76 — r¢?sin 0 cos 9}

+ey [27’“& sin @ + r¢sin 6 + 2r¢ cos 9} . (17)

3. Kriifte (15 Punkte)

Wie grofl muss die horizontale Kraft F' in Abb. 2 (links) sein, die stéindig auf m ausgeiibt
werden muss, damit sich m; und mgy relativ zu m nicht bewegen 7 Vernachldssigen Sie
die Reibung.

Wir miissen die Newton’schen Gleichungen fiir die drei Massen aufstellen. Mit den
Konventionen von Abb. 2 lauten sie

moGo = Mag + Fs (18)
mia; = *Fs (19)
(m+mg)a=F + Fy. (20)

Hier bezeichnet F; die Seilspannung im Seil und F' die extern angelegte Kraft. Beachte
dass es keine Reibung zwischen der Masse m; und m gibt, so dass diese nicht auf
der linken Seite in Gl. (20) auftaucht. Hier haben wir die x-Achse so gelegt, dass sie
nach entlang von F' (d.h. in Abb. 2 nach rechts) zeigt. Die Richtung von F haben wir
in —z-Richtung gewéhlt. Fs zeigt also in horizontaler Richtung in die entgegengesetzte
Richtung von F zeigt (d.h. in Abb. 2 nach links). Das sieht man daran direkt an Gl. (19).
Die Seilkraft taucht in Gl. (20) auf, da diese iiber die Rolle, die fest mit der Masse m
verbunden ist, eine Kraft auf die Masse m ausiibt (actio-reaction Prinzip).

Die Bedingung, dass sich die Massen relativ zueinander nicht bewegen lauten dann

ag =0 (21)
al =a. (22)

Losen wir die Newton’schen Gleichungen unter den Bedingungen, so erhalten wir fiir
die externe Kraft

F = (m—f—ml—f—mg)%g. (23)

4. Stabile Lage (15 Punkte)

Ein Brett mit der Masse m und der Linge v/3R liegt in einer glatten, kreisférmigen
Mulde mit dem Radius R. An dem einen Ende des Bretts befindet sich eine kleine
Masse m /2. Berechnen Sie den Winkel 6 (siehe Abb. 2 rechts), in dem das Brett liegt,



®
y CLQj
@) @)
Abbildung 1: Abbildung fiir Aufgabe 3.

wenn es sich im Gleichgewicht befindet. Hinweis: der Schwerpunkt des Bretts mit der
daraufliegenden Masse berechnet sich aus der Formel zons = (mixy +moxa)/(m1+me)
wobei x1 und xo die Abstinde der beiden Massen m; und mo von einem festgelegten
Punkt (z.B. dem Mittelpunkt des Bretts) sind. Der Schwerpunkt des Brettes alleine
liegt dabei offensichtlich im Mittelpunkt des Bretts.

Wir finden die Gleichgewichtslage des Bretts in der Mulde aus der Bedingung, dass dies
ein Zustand minimaler potentieller Energie ist. Das Brett befindet sich im Gravitati-
onsfeld und der Zustand minimaler Energie ist derjenige fiir den die y-Komponente des
Schwerpunkts minimal ist.

Der Schwerpunkt des Systems (Brett + Masse m/2) befindet sich im Punkt

1 m-0+ 23R 9
= _V3R+ ——-22 = "\3R, 24
TOM = 5 V3R + m 3\f (24)
wobei der Punkt = 0 am linken Rand des Bretts liegt. Der Schwerpunkt liegt also
rechts vom Mittelpunkt (auf der Seite der kleinen Masse m/2) und zwar im Abstand
%\/gR vom Mittelpunkt aus.

Das Brett beriihrt den Kreis an zwei Punkten. Zeichnen wir zwei Vektoren vom Kreis-
mittelpunkt zu diesen beiden Punkten, so ist der Winkel zwischen diesen beiden Vek-
toren gegeben durch

w0 V3 27
= Y- =" 2
sin =5 5 = @0 3 (25)
Das folgt aus einer einfachen geometrischen Uberlegung (siche Fig. 2). Wir kénnen also

den Vektor vom einen Punkt auf dem Kreis zum anderen schreiben als

cos(ip + o) — cos(p)
r(e) = <Sin(90 T o) Sin(s0)> '

Es geniigt dabei ¢ € [r, 37] anzunehmen. Es gilt, dass |r(¢)| = v3R. Im folgenden

setzen wir R = 1 der Einfachheit halber. Das Ergebnis fiir # héngt natiirlich nicht von
R ab. Der Schwerpunkt befindet sich nun bei

_ (cos(yp) 27, _ 1 (2cos(p + ¢o) + cos(p)
roM = <sin((p) +3r(e) =3 (zsm(wr%) +Sin(¢)> : (27)

(26)

Wir bestimmen den Winkel ¢ der dem stabilen Zustand entspricht, indem wir die y-



Komponente des Schwerpunkts minimieren

drsM’y —0
® P=Pm
< 2cos(om + po) + cos(pm) =0
o 2[cos(<pm) cos(po) — sin(pm,) sm(gpg)] + cos(pm) =0
& 2[cos(go) — tan(en,)sin(pg)] +1 =0
1 1
St =0, (28
an(em) = tan(po) " 2sin(o) 28)
wobei wir im letzten Schritt pg = 2—” eingesetzt haben. Das Brett befindet sich also in
einer stabilen Lage fiir
e {0,m,...}. (29)
Fiir den Winkel 60 folgt dann
ry(em)| _ 1 7T
tanf = — = — =30°. 30
roon)l V36 0

Abbildung 2: Abbildung fiir Aufgabe 4.



