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1. Messung der Gravitationsbeschleunigung (15 Punkte)

Bestimmen Sie den Wert der Fallbeschleunigung g aus den Messwerten von m, M, h
und v.

Aufgabe 1: Aufgabe 2:
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Abbildung 1: Anordnung zum Messen der Fallbeschleunigung.

Die Newtonschen Bewegunsgleichungen fiir die zwei Massen lauten

(M +m)ay=(M+m)g—T (1)
May =Mg—T. (2)

Hier haben wir den Vektor der Seilspannung T' (mit |T"| = T") auf beiden Seiten in die
Richtung entgegengesetzt zur Gravitationskraft gewéhlt, und positive Auslenkungen
der beiden Massen jeweils nach unten (in Richtung der Gravitationskraft). Da beide
Massen iiber das Seil verbunden sind, gilt offensichtlich v1 = —v9 und daher a; = —as.
Damit kénnen wir as aus dem Gleichugssystem eliminieren und nach a; und T auflosen.
Wir erhalten

T =M(g+a) (3)
= N @)

Da wir die Gravitationsbeschleunigung messen wollen, 16sen wir nach g auf

_2M+m

——a1 (5)

g



Schlieslich miissen wir noch a; durch die beiden Mef3gréfien A und v ausdriicken, wobei
gilt v = a1t und t = /2h/a; und somit a; = v?/2h. Damit finden wir fiir g das Ergebnis

(2M + m)v?
2mh '

(6)

. Raue und schiefe Ebene (10 4+ 10 = 20 Punkte)

Wie in Abb. 1 gezeigt, ruhe ein Teilchem mit dem Gewicht m = Mg auf einer rauen,
schiefen Ebene, die einen Winkel « mit der Horizontalen bildet.

(a) Bestimmen Sie unter der Vorraussetzung, dass die Haftreibungszahl p = 2 tan « ist,

die geringste quer zur Neigung der Ebene wirkende, horizontale Kraft F}?in, die das
Teilchen in Bewegung setzt.
Die Gewichtskraft F\; = Mg mit |Fy| = Mg = m, die auf das Teilchen wirkt,
teilt sich anteilig in eine Kraft senkrecht zur Ebene und tangential zur Ebene auf
F;. Die Komponente senkrecht zur Ebene wird durch die Normalkraft IV, die von
der Oberflache auf das Teilchen ausgeiibt wird, kompensiert. Einfache geometrische
Uberlegungen ergeben, dass die GroBe der Normal- und Tangentialkraft gegeben
sind als

N = Fycosa (7)
F, = Fysina. (8)
Offensichtlich verschwindet die Tangentialkomponente fiir a = 0. Wahlen wir ein
Koordinatensystem in der schiefen Ebene mit positiver z-Richtung in Richtung der

angreifenden Horizontalkraft F'j, und positiver y-Richtung entlang der Tangential-
kraft, so lassen sich die beiden Kréfte schreiben als

Fi= <Fg sgna> (9)
F), = (lzh> : (10)

Zu diesen beiden Kréften kommt nun noch die Reibungskraft F'y hinzu, die entge-
gengesetzt zu F' = Fy + F, zeigt. Es gilt |F¢| < pN.

Das Teilchen setzt sich gerade in Bewegung, wenn wir eine solche horizontale Kraft
F), ausiiben, daf8 |F'¢| = uN = pF, cos a.. Fithren wir den Winkel 6 als den Winkel
zwischen der Richtung von F' und der y-Achse (= Richtung von F) ein, so kénnen
wir schreiben

_ _ 2 . o (sin®
F=Fy+F,=\/F + (F,sina) (CM) , (11)

wobei tan @ = Fy, /F;. Fiir Fj, = F/™" gilt nun die Bedingung
F(Fy™) = Fp(F™) (12)

oder |F(F™™)| = uN. Daher erhalten wir

(Fim)2 4 (F,sina)? = (uF, cos a)? (13)
& (Fm)? = (2F, tan accos a)? — (Fy sina)? (14)
& PN = V3, sina, (15)

wobei wir 1 = 2tan o verwendet haben und F; = Mg = m (laut Aufgabenstellung
bezeichnet m das Gewicht = die Groe der Gewichtskraft des Teilchens).



(b)

In welche Richtung bewegt sich das Teilchen 7
Wir erhalten den Winkel aus der Beziehung

F;Lnin B \/§Mgsina _ 3

= 1
tan 6 F, Mgsina (16)
:>0:%:600. (17)
3. Konservative Krifte (545 + 10 = 20 Punkte)

Gegeben seien zwei Vektorfelder F'1 = 2ze, — 2yze, — y?e, und Fy = ye, — re,, die
Kraftfelder beschreiben.

(a)

Bestimmen Sie ob diese Kréfte konservativ sind.
Um zu bestimmen, ob die Kréfte F; und F'5 konservativ sind, berechnen wir die

Rotation, da fiir ein konservatives Vektorfeld gilt, dafl V x F; = 0. Wir erhalten
V x F1=e1(02F13— 03F12) + e2(03F11 — 01 F13) + e3(O1F12 — 02F11) (18)
= el(—2y—|—2y) +e0+e30=0. (19)

Das Kraftfeld F'; ist also konservativ.

Fiir F'5 erhalten wir
VXF2:—263. (20)

Dieses Kraftfeld ist also nicht konservativ.

Bestimmen Sie das Potential zu den Kréften, die konservativ sind.

Da nur F'; konservativ ist, existiert nur fiir dieses Kraftfeld ein Potential F; =
—V¢. Man kann das Potential entweder versuchen zu erraten, oder es ausrechnen,
indem man das Wegintegral entlang der drei geraden Pfade Cy von (0,0,0) nach
(2,0,0), gefolgt von Cs von (x,0,0) nach (x,y,0) und schliesslich C3 von (z,y,0)
nach (z,y, z) berechnet. Das Potential folgt dann als

by, 2) = / dr-F . (21)
C1+C2+C3

Beachte, dass fiir eine konservative Kraft, der Wert eines Wegintegrals offensichtlich
unabhéngig vom Weg ist und nur von Anfangs- und Endpunkt abhingt. Ausserdem
ist das Potential nur bis auf eine Konstante bestimmt, die beim Ableiten F'1 = —V¢
wegfallt.

Wir wollen nun das Wegintegral entlang der drei Wege C; berechnen.

Cy: Parametrisierung r1(t) = te, mit t € [0, z]. Daher 7 (t) = e, und

/ dr-Flz/ dtex.Fl(rl(t))z/ dt 2t = 22 (22)
C1 0 0

Cy: Parametrisierung ro(t) = ve, + te, mit t € [0,y]. Daher 75(t) = e, und

/Cer-m:/O dtey-Fl(rg(t)):/O dt(=2-0)=0.  (23)

Cs: Parametrisierung r3(t) = ze, + ye, + te, mit t € [0, z]. Daher r3(t) = e, und

/03 dr - Fy = /O dte. - Fy(rs(t)) = /O dt (=) = —22.  (24)



Fiir das Potential erhalten wir also
¢(z,y,2) =/ dr~F1+/ dr'F1+/ dr-Fy=—2"+y°z. (25
C1 Co Cs

Man iiberpriift leicht, dafi —V¢ = F'; wie gefordert.

(c) Berechnen Sie fiir beide Kraftfelder die Arbeit, die man verrichten muss, um ein
Teilchen vom Punkt (—1,—1,0) zum Punkt (1,1,0) zu bewegen entlang der drei
verschiedenen Wege:

i) direkter Weg
ii) entlang der direkten Pfade von (—1, —1,0) nach (1, —1,0) und dann von (1, —1,0)
nach (1,1,0)
iii) entlang der zwei Halbkreise die in der z-y-Ebene liegen und die beiden Punkte
verbinden (siehe Abb. 1).

Fiir ein konservatives Kraftfeld wie F'; wissen wir bereits, dafl das Wegintegral
unabhéngig vom Weg ist. Daher erhalten wir im Fall von F'; fiir alle drei Wege das
Ergebnis

W:/CidT‘Fl:_/C,r'v¢:¢(_1’_170)—¢(171,0):O. (26)

7

Hier bezeichnet W, die Arbeit, die das Kraftfeld verrichtet. Wenn wir das Kraftfeld
als (extern) gegeben ansehen und das Teilchen in dem Feld bewegen wollen, miissen
wir die Arbeit —W aufwenden.

Fiir das Kraftfeld F'» miissen wir alle vier Wegintegrale separat berechnen. Wir
erhalten

i): Parametrisierung r1(¢) = a + t(b — @) mit ¢ € [0,1] und @ = (—1,—1,0) und
b= (1,1,0) und daher b — a = (2,2,0). Es gilt

ri(t) = (=14 2t,—1 + 2t,0) (27)
1 (t) = (2,2,0). (28)

Daher erhélt man
1 1
/ dr-FQZ/ dth(t)-Fg(rl(t)):/ d4(2,2,0) - (=14 2,1 — 2,0) = 0.
C1 0 0
(29)

ii): Erstes Teilstiick: Parametrisierung 71(t) = a + ¢(b; — a) mit ¢t € [0,1] und
a=(—1,-1,0) und b; = (1,—1,0) und daher b; —a = (2,0,0). Es gilt

ri(t) = (=1 +2t,—1,0) (30)
1 (t) = (2,0,0). (31)

Daher erhélt man
1 1
/ dr - Fy = / dtiny (1) - Fa(ry (1)) = / d4(2,0,0) - (—1,1—21,0) = —2.
Cq 0 0
(32)
Zweites Teilstiick: Parametrisierung ro(t) = by +¢(b—b1) mit ¢ € [0, 1]. Es gilt

ro(t) = (1, -1+ 2¢,0) (33)
71(t) = (0,2,0). (34)



Daher erhilt man

1 1
/@dr-Fg:/O dtrg(t)-Fg(rz(t)):/O d4(0,2,0) - (—1 4+ 2t,—1,0) = —2.
(35)

Fiir den gesamten Weg erhalten wir also entlang von Weg ii) das Ergebnis

/ dr-Fy=—4. (36)
C1+Co

iii): Strecke im Uhrzeigersinn: Parametrisierung r1(t) = v/2(cost,sint,0) mit ¢ €
(27, 17 Es gilt 71(t) = v2(—sint, cost,0) und

lﬂ'
/ dr‘F2—2/4 dt(—sin®t — cos®t) = 27. (37)
C1

5
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Strecke gegen den Uhrzeigersinn: Parametrisierung r1(t) = v/2(cost,sint,0)
mit ¢t € [37, §7]. Es gilt 71(t) = v2(—sint, cost,0) und

L
/ dr - Fy = 2/4 dt(—sin®t — cos®t) = —2m. (38)
Co

5
4. Integrale (54+54+54+5+5+5+ 15 = 45 Punkte)

Bestimmen Sie die folgende. Integrale. Verwenden Sie zum Beispiel die Methoden der
Substitution, partiellen Integration und Ableitung nach einem Parameter (siehe Ubungs-
blatt 2)

(a)

1d v 1d , 1y " d [ "y
L /0“ yﬁ/oyye o AT e d)\/oe - (39)
d /1,y AN |
=2 (5 -1)| _ =2(-5+5+5)|_, m2etetD=2. (0)
(b)
Igz/ dxsian:—sinxcosxz—i-/ d:vcos2a::7r—/ sin? z (41)
0 0 0
T oy T
S Iy = drsinz = —. (42)
0 2
()
2 dx z2 1 1 z2/|al 1
- [ [ = [ @)
1 va? — z? x1 ‘a| /1_%?/:3“/‘0” z1/|al \/1—y2
sin~1(z2/|al) COS 2
= d =sin™! —sin™? 44
s [ = s ) — s o) (44)

wobei wir angenommen haben, dafl |a| > x; und |a| > x2 damit die Wurzel im
Integranden reell ist.



(f)

(2)

© dx 1 [ 1 al [ 1
14:/ 2222/ dz = ’7’ dy— (45)
0o r*+a*  a*Jy Ly +1 y=z/lal @ Jo y=+1
1 /2 2
- L / 2 T (46)
y=tanz |a| J, cos?z  2al

w/2 3
I = / do—20 st _ ) 3/9). (47)
0

2 +sinx y=2:sinx 9 Y coszx

! P ame_ 1 mo 1
Io= [ de2r = [ e (o) = 48
6 /0 v /06 2 \° In2 (48)

Bestimmen Sie das Verhalten der Gamma-Funktion
o
'n+1)= / dxx"e ™ (49)
0

fir grofe n € R. Gehen Sie wie folgt vor. Bestimmen Sie erst den dominanten
Beitrag des Integranden, indem Sie den Exponenten maximieren. Finden Sie die
dann auch die néchste nicht verschwindende Ordnung von I'(n — 1) fiir grosse n,
indem Sie um das Maximum des Exponenten entwickeln.

Wir konnen den Integranden schreiben als

oo (e.9]
I'n+1)= / dpe~vtnine  — n"“/ enny=y) (50)
0 r=ny 0

Falls die Funktion f(y) ein globales Maximum im Inneren des Integrationsbereichs
besitzt (wie in diesem Fall), wird ein Integral der Form f: dye™ W) fiir grofl Werte
von n von Beitragen nahe des globalen Maximums bestimmt. Wenn wir am Verhal-
ten des Integrals fiir grofie n interessiert sind, kénnen wir daher die Funktion f(y)
nahe des Maximums in eine Taylor-Reihe entwickeln. Wir bestimmen das Maximum
aus f'(Ymax) = 0 und finden ymax = 1. Bis zur zweiten Ordnung in (y — ymax) lautet
die Taylorreihe nahe yya.x = 1

1 1
f(y) ~ f(ymax) + §f”(ymax)(y - ymax)2 =-1- E(y - 1)2 : (51)
Das Integral ergibt sich also zu
I'(n+1)= n"'H/ dyen(lny—y) — n"“/ dyen[—l—%(y—l)ﬂ (52)
0 0
= n”+le_”/ dye 2w (53)
0

Nun miissen wir nur noch das Gauss Integral berechnen. Dafiir gehen wir wieder
zuriick zur Integrationsvariablen x = ny und erhalten

Fdr Ly Cdz _1 2 X dz _1,2 2nm 2
—e€ 2n = —e€e 2n ~ —e 2n = = _
0 n z=z—"n n >l ) o n n n

(54)

—n

Insgesamt erhalten wir also fiir groe n das Ergebnis (Stirling Formel)
(0.9]
nl=T(n+1)= / dre=2tnIne — pre=n\/onr =/ 27rn(ﬁ)n. (55)
0 e

Die hier verwendete gebrduchliche Approximationsmethode nennt man ,,Sattel-
punktsndherung® oder ,,Method of Steepest Descent*.



