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1. Schiefe Ebene (10 + 10 = 20 Punkte)
Zwei massive Blocke gleicher Masse m = 3 kg sind iiber eine Feder mit Federkonstante
D = 200 N/m miteinander verbunden und befinden sich auf einer schiefen Ebene,

die einen Winkel von o = 15° mit der Horizontalen besitzt. Der Reibungskoeffizient
zwischen dem Block, der sich weiter oben auf der schiefen Ebene befindet und der
Ebene lautet p1 = 0.3, und der Reibungskoeffizient des anderern Blocks lautet po = 0.1.
Nach einer Weile bewegen sich die beiden Blécke miteinander und erfahren die gleiche
Beschleunigung.

(a) Berechnen Sie den Wert der Beschleunigung.
Wenn sich die Massen gemeinsam nach unten bewegen erfahren sie die gleiche Be-
schleunigung wie der Schwerpunkt mg. Es gilt dass msa =), Fg()t Die verschie-
denen externen Krifte die auf das System wirken sind die Graviations-, Normal-
und Reibungskrifte auf die beiden einzelnen Massen. Es gilt also fiir die Tangenti-

alkomponente entlang der schiefen Ebene

2ma = 2mgsina — (1 + p2)mg cos o (1)
:azgsina—%ycosa. (2)

Setzen wir die Zahlenwerte ein, so erhalten wir a = 0.64%3.

(b) Berechnen Sie die Ausdehnung der Feder aus der Gleichgewichtslage.
Die Ausdehnung der Feder zq ist dadurch bestimmt, dass die Krifte entlang der
Tangentialrichtung der Ebene gleich sind fiir die beiden Massen, denn dann bewegen
sie sich relativ zueinander nicht. Es gilt also

—mgsina + pymgcos a — Dxg = —mgsina + pomg cos a + Dxg (3)
(u1 — pg)mg cos a
o 2D @

Setzen wir die Zahlenwerte ein, so erhalten wir o = 1.42 cm.

2. Kraftstof3 (5+ 15 = 20 Punkte)
FEin Block der Masse M = 5 kg bewegt sich iiber eine horizontale Ebene. Ein kleineres
Objekt der Masse m = 1 kg fillt von oben auf den Block mit einer vertikalen Geschwin-
digkeit von v,, = 10 m/s und bleibt fest auf dem Block haften. Die Geschwindigkeit
des Blocks M zum Zeitpunkt der Kollision betréigt vy = 2 m/s. Nehmen Sie an, dass
die Kollision instantan verlduft.

(a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Blocks nach der Kollision im Falle einer
reibungsfreien Ebene.
Im Fall einer reibungsfreien Ebene riihrt allein die Anderung der Masse zu einer Ge-
schwindigkeitsdnderung. Es gilt Impulserhaltung entlang der horizontalen Richtung,
da alle dufleren Krifte vertikal wirken, und daher

MUM
M+m’

Mvy = (M +m)v=>v = (5)



(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Blocks nach der Kollision fiir den Fall, dass
die Ebene einen Reibungskoeffizienten p = 0.4 besitzt.
Falls eine Reibungskraft zwischen dem grossen Block M und der Oberflache wirkt,
so mufl man die kurzzeitige Erh6hung der Normalkraft durch das Auftreffen der
kleinen Masse berticksichtigen. Diese iibt einen Kraftstofl auf die grosse Masse in
vertikaler Richtung. Die Normalkraft der groflen Masse ist also gleich

N(t) = Mgh(—t) + (M + m)gb(t) + mv,o(t), (6)

wobei 6(t) die Heaviside-Funktion ist. Integrieren wir iiber den infinitesimalen Zeit-
abschnitt zwischen t = —e und ¢ = € mit ¢ <« 1 wihrend der der Stof} stattfindet,
so gilt

€ € €

dtMay + ml(t))ay = —p [ dtN(t) (7)

—€ —€ —€

& M(vi(e) — vi(—€)) + m(va(e) — v2(0)) = —,u(mvm + (M +m)ge + Mge) . (8)

Es gilt, dass v1(e) = va(€) = v, da die beiden Massen fiir ¢ > 0 aneinander haften.
Ausserdem gilt, dass v1(—€) = vj; und v2(0) = 0, da die kleine Masse m keine hori-
zontale Geschwindigkeitskomponente vor dem Zusammenstof besitzt. Nun nehmen
wir dann noch den Limes ¢ — 0. Physikalisch bedeutet dies, dass der Zusammenstof3
in einer solch kurzen Zeit abléduft, dass die reguléire Normalkraft keine Geschwindig-
keitsénderung erwirkt. Wir erhalten fiir die Geschwindigkeit v(e) = v direkt nach

dem Zusammenstof3
Moy — pmon,
— M _miovm 9
M+ m (9)

Noch einfacher und transparenter bekommen wir das Ergebnis, wenn wir den Impuls
p(t) verwenden und die (integrierte) Newtonsche Bewegungsgleichung (7) schreiben

als
6 dtp = —p ‘ dtN(t) (10)
& p(e) — p(—€) = —p[moy, + (M +m)ge + Mge] . (11)

Im Limes € — 0 erhalten wir also

Muvopyr — pmon,

(M +m)v = Mvy — pmuy, & v = M tm (12)

m:

v
D |m
Mo {urs
Q H
Abbildung 1: Links: Abbildung zu Aufgabe 1. Rechts: Abbildung zu Aufgabe 2.

3. Die Dirac )-Funktion (5+ 10+ 5+ 10 = 30 Punkte)

Die Dirac 6-Funktion ist durch die Eigenschaft

/962 d$f($)5(x _ xo) _ {f(xo) wenn r; < rg < T2 (13)

z1 0 sonst



definiert. Intuitiv gilt, dass §(0) = co und d(x # 0) = 0. Im Folgenden sei 1 < 0 und
x9 > 0. Formal mathematisch handelt es sich nicht um eine Funktion, sondern um eine
sogenannte Distribution, d.h. ein lineares mathematisches Objekt, dass einer Funktion
(hier f(z)) eine Zahl (hier f(x()) zuordnet.

(a) Verwenden Sie die obengenannte Definition, um folgende Integrale auszuwerten

L = /_OO dxsin(x)d(z) = sin(0) =0 (14)
I = /OO dx cos(x)d(z) = cos(0) =1 (15)

(b) Zeigen Sie durch Thnen bekannte Integraltransformationsregeln, dass
d(ax) = ;5(!@) (16)
indem Sie zeigen, dass

/ " def(2)8(azx) = @,f(o» (17)

Betrachten wir zuerst den Fall a > 0 und substituieren y = ax
To ars dy f 0
| tss@itan) = [ s jagst) = 1. (18)
1 aril

Im Fall a < 0 substituieren wir mit y = —|a|z und erhalten damit dass die Integral-
grenzen (obere und untere) vertauscht werden und somit

To —l|a|z2
| dat@si-ale) = [ =L p-u/lahstw (19)

—|al

1 —|alz1
—lalzy
-/ ) ﬁf(—y/w(y):]m, (20)

weil —|alzy < 0 < —|alzy.
(¢) Man kann auch Ableitungen der §-Funktion definieren. Die erste Ableitung ist de-
finiert durch

[ dat@i @) = -1'0). (21)

Zeigen Sie, dass diese Definition formal durch partielle Integration und den Eigen-
schaften der §-Funktion ,,folgt®.

z2

- / Pl (@)o@) = —£0). (22)

1

Z2
| et @8 @) = fla)ita)]
r1 - 1
Wie wiirden Sie demnach die zweite Ableitung der §-Funktion 6”(x) definieren ?

| tat@i) = - [T aer@ow) = [ ae @i - 0. @

1 T T



(d) Berechnen Sie folgende Integrale:

/Oﬂ dx sin(w)&(m — g) =sin(n/2) =1 (24)

/ dx sin(m)é(w + g) =0,da % nicht im Intervall [0, ] liegt (25)
0
1 1
/ dx 3% (z) = —/ dz3e3*5(z) = —3 (26)
-1 -1
0 d2
/ dz cosh(z)d"(z — 1) = ) cosh(z) = cosh(1) = 1.54308. (27)
0 o=
4. Darstellungen der /-Funktion (10 4+ 10 + 10 = 30 Punkte)

Man kann die §-Funktion als Grenzwert einer Funktionenfolge darstellen. Hier studieren
wir zwel mogliche Funktionenfolgen.

(a) Lorentzfunktionsdarstellung: Zeigen Sie, dass die Lorentzfunktionenfolge

(0}

"+ o) .

gr(x,a) =

im Limes a — 0 (z.B. ay, = 1/n mit n € N) eine Darstellung der §-Funktion ist

=l 2
op(x) = lim gz (2, @) (29)
indem Sie zeigen, dass
2 0 <0< a9,
tim [ def(@)gu(e,a) = IO oS0 < (30)
a=0 J., 0 sonst .

Betrachten wir zuerst den Fall 1 < 0 und x5 > 0. Dann gilt

iy [ st o) =t [ e % = tim [ o

a0 /., 22+ a?) a0/, aml+ (z/a)?
T2/
- lim/ dy flay) (31)
~~ a=0 /3 /a 7r1+y2
y=z/c

Wir vertauschen nun lim,_,g und die Integration iiber z. Das ist eigentlich unter
gewissen Bedingungen erlaubt, die hier erfiillt sind, ndmlich die punktweise Kon-
vergenz der Funktionenfolge f(ay)gr(z,1) gegen die Grenzfunktion f(0)gr(z,1))
sowie Integrierbarkeit einer Majorantenfunktion (siche Lebesgue’scher Grenzwert-
satz in jedem fortgeschrittenen Analysisbuch). Vertauschen wir also lim,_,o und die
Integration iiber x, so erhalten wir

im [ def(@)gn(e.a) = £(0) /Oo WL O )| = 0). 32)

a—0 Jo oo T 1—|—y2_ s —00

Betrachten wir nun die Fille 1,29 < 0 und z1,z2 > 0. In diesem Falle finden wir,
dass die beiden Integrationsgrenzen des Integrals iiber y im Limes o — 0 identisch
sind, das Integral verschwindet also. Anders betrachtet besitzt der Integrand einen
Peak um y = 0 herum, wir integrieren allerdings iiber ein Intervall weit weg von
y = 0.

Damit haben wir die Eigenschaften von Gl. (13) nachgewiesen.



(b) GauBfunktionsdarstellung: Zeigen Sie, dass die GauBfunktionenfolge

o ]. _x2/a2
ga(z,a) = aﬁe

(33)

im Limes o — 0 (z.B. a;, = 1/n mit n € N) auch eine Darstellung der §-Funktion

ist
og(z) = il_)nlo gc(z, ) (34)
indem Sie zeigen, dass gilt
r2 0 0
lim [ def(e)ga(e,a) = {f () wenn 21 <0< 2, (35)
a—=0 Jz 0 sonst .

Zuerst stellen wir fest, dass das Integral in den Fillen x1,29 < 0 und 1,22 > 0
aus den identischen Griinden wir in (a) verschwindet. Betrachen wir nun den Fall
r1 < 0 < x9, so erhalten wir

2 dx 27,2 2/ dy 2
li —a*/a = i —ZeY . 36

Vertauschen wir wiederum Limesbildung und Integration wie in (a), so erhalten wir
o dy 2

T2 d 2 2
i [ =10 [ e =0, (37)
dy 2

wobei wir ein Ergebnis von Ubungsblatt 2 verwendet haben, das besagt dass ffooo ﬁe_y =
1.

(c¢) Integral-Darstellung: Zeigen Sie, dass
*© dk
/_ e =4 (39)

indem Sie zeigen, dass der Ausdruck

: > dk ikx—alk|
clvlg}) </_Oo o (39)

die Lorentzfunktionenfolge gr,(x, @) von Aufgabenteil (a) liefert.

Wir spalten das Integral in ein Integral iiber positive und negative Werte von k auf
und erhalten dann

lim /Oo %eikx_alk‘ = lim /0 %eikx—&—ak + /OO %eikl‘—ak
a—=0\ J_ 27 a=0\ J_ 2 0 2T

etkz+ak OO:|
0

1 . 1 1 1 . —2«
S I T T T
2ra—0liz +a iz —a 21 a—0l—x2 — o2
o
= 1' _— = 4
asb (22 + a?) o) (40)

0 etkr—ak

1
71111[. + =
2m a—=0L iz + ¢ |- 1T —

wobei wir die Lorentzfunktionendarstellung der J-Funktion im letzten Schritt ver-
wendet haben.



