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1. Trajektorie in invertiertem Quadratpotential (20 Punkte)

Wir haben in der Vorlesung besprochen, dass die Erhaltung der Energie

E—2x + V(z) (1)

mit £ > V(x) nach Separation der Variablen zur Integration der Bewegungsgleichung
verwendet werden kann.

Berechnen Sie die Trajektorie x(t) fiir das Potential V(z) = —£22 fiir die Anfangswerte
z(t =0) = 0 und v(t = 0) = vo und skizzieren Sie z(t).

Die Methode der Separation der Variablen ergibt (siehe Vorlesungsskript)

to () du

= /m(m JEE—Via
z(t) dx

e /z<o> 2(E V()] )

Mit V(z) = —%2? erhalten wir

2E z(0) /1 + %‘TQ \/ k/ZEa: 1 + y

— /k/2Ex

Wir lésen das Integral durch Substitution y = sinh(z) unter Verwendung des Additi-
onstheorems fiir hyperbolische Funktionen cosh?(z) — sinh?(z) = 1

sinh =1 (y1)

/yo \/1+y sinh™

Da zu Beginn 2(0) = 0 und sinh_l(O) = 0 erhalten wir schliesslich

t:\/fsmhl [\/g ()} = 2(t) = \/?smh[ %t} (6)

Die Konstante E ergibt sich aus der Anfangsbedingung v(0) = vp zu E = %v% und die
Trajektorie mit den gegebenen Anfangsbedingungen z(0) = 0 und v(0) = vy lautet also

(1) = \/fvo sinh[\/zt} : (7)

2. Wellenphasen (20 Punkte)
Eine Welle bewege sich entlang einer geraden Linie. Der Abstand zwischen zwei Punkten
gleicher Phase sei I, = 5 m, der Abstand zwischen zwei Punken entgegengesetzer Phase
sei I, = 1.5 m. Bestimmen Sie alle méglichen Wellenléingenwerte A und skizzieren Sie

dz = sinh™*(y;) — sinh ™ () . (5)



die Losung mit der ldngsten Wellenlinge. Fiigen Sie dabei die Absténde I, und I, in
Threr Skizze explizit ein.

Die Welle ist beschrieben durch eine periodische Funktion wie f(x) = cos( 2/(’ a:) wo-

bei A die Wellenléinge der Welle beschreibt. Die beiden Bedingungen im lassen sich
mathematisch ausdriicken als

27l

Ae:2wn,n€N (8)
27l,

f(@) = fla+1e) =
f(:l:) = —f(x + lo) =

=m(2n+1),n e N. 9)

Wir haben ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass n,m > 0 da wir
auch lg,l, > 0 annehmen. Auflésen nach A ergibt die Bedingung

~

e 2lo
A:f: ].
n 2m+1 (0)

mit n,m € N. Dies bedeutet dass nur gewisse ganze Zahlen n,m moglich sind, ndmlich
genau solche die die folgende Relation erfiillen

— e 2 (11)

Anders ausgedriickt

5
= §(2m +1) (12)
d.h. 2m + 1 muf3 durch 3 teilbar sein, damit n eine ganze Zahl ist. Moglich sind daher
m = 3k,3k + 1,3k + 2 mit k € Z und einsetzen ergibt, dass nur die Form m = 3k + 1
die Bedingung dass 2m + 1 = 6k + 3 durch 3 teilbar ist erfiillt. Wir erhalten also, dass
mogliche Werte n lauten

5
= 5(6k+3) =5(2k +1) =5,15,25,.... (13)

mit k& € N. Mogliche Wellenlédngen, die die beiden Bedingungen erfiillen sind also

o~

. 1
no 2k+1n (14)

mit k£ =0,1,2,.... Die lingste Wellenléinge lautet demnach A = 1 m.

. Reelle Fourierreihen (10 4+ 10 + 10 = 30 Punkte)

Jede periodische Funktion f(¢) mit Periode 7' > 0 kann als Fourierreihe entwickelt
werden

— 50 + i(an cos(wnt) + by, Sln(wnt)) (15)

n=1

mit w = 27/T und Koeffizienten

T/2

/ dtf(t) cos(wnt) (16)
T/2
T/2

/ dtf(t) sin(wnt) . (17)
T/2



Hier haben wir angenommen, dass die Funktion f(¢) im Intervall —% <t< % definiert
ist und von dort periodisch auf ganz ¢t € R fortgesetzt wird.

Die genauen Konvergenzeigenschaften einer Fourierreihe wird durch den Satz von Di-
richlet beschrieben: die reelle Funktion f(t) sei periodisch mit Periode T' > 0. Die
Funktion sei im Intervall ¢t € [—%, %] injektiv, habe dort eine endliche Anzahl von
Minima und Maxima sowie eine endliche Anzahl von Unstetigkeiten. Falls das Inte-
gral f_T%Z dt| f(t)| endlich ist, dann konvergiert die Fourierreihe (??) punktweise gegen
die Funktion f(t) fiir alle Werte von ¢ an denen f(t) stetig ist. An den Unstetigkeits-
punkten ¢; konvergiert die Fourierreihe gegen den Mittelpunkt des Unstetigkeitssprungs
lime o 5[f(t; — €) + f(ti +€)].

Die folgenden Funktionen sind auf einem endlichen Intervall definiert und seien peri-
odisch fiir alle t € R fortgesetzt. Skizzieren Sie die folgenen Funktionen iiber 3 periodi-
sche Intervalle und berechnen Sie die Fourierkoeffizienten a,, und b,:

fult) = {1, —r<t<0, _;_izsin[(2k+1)t] a8)

0, O0<t<m. prt 2k +1
o) =1+t —t<t<m=1 —2§: (=1" sin(nt) (19)
2 ; ] n 5.
0, -T<t<0, 1 1, 2 = cos(2nt)
t) = = —+ —sin(¢) + — —5 20
fa(®) {sin(t), 0<t<m. T 2 *) Frbzll—(Qn)Q (20)

Wir zeigen einen Plot der Fourierreihen mit verschieden vielen Gliedern N und die
exakte Funktion in Abb. 77.
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Abbildung 1: Funktionen fj234(f) und Fourierreihenapproximationen dieser Funktionen
mit endlich vielen Gliedern N (wie angegeben).



4. Komplexe Fourierreihen (10 + 10 + 10 = 30 Punkte)

Die komplexe Darstellung der Fourierreihenentwicklung einer periodischen Funktion
f(t) mit Periode T' lautet

i .
Z cnezwnt (21)

n=-—00
mit w = 27/7T und komplexen Fourierkoeffizienten
T/2

— dtf(t)e ©nt (22)
—T/2

(a) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten c¢,, fiir die Funktionen
1, —m<t<0, 1 i = @t
ht) = =5t > T (23)
0, O<t<m. 2 Wk:m2k+1

0, —mT<t<O,
fat) =<1, 0<t<7, (24)
0, g<t<m.

[e.e]

1 2 . .
v —i(4k+2)t _ _i(4k+2)t
i kzzo{ Ak + 2 [e c ]

[(—i _ 1)6i(4k+1)t F(—it 1)67i(4k+1)t}

AN

+4k:+1
1

T3

[ = 1) o (4 1)k } (25)
Einen Plot der Funktion f; sowie der Fourierreihenentwicklung mit endlich vielen
Gliedern ist in Abb. 7?7 gezeigt.

(b) Bestimmen Sie den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten {ay,,b,} und {c,}.
Driicken Sie dabei sowohl a,, und b,, durch ¢, und c_,, aus als auch den inversen
Zusammenhang, d.h. driicken Sie ¢, und ¢_, durch a,, und b, aus.

Vergleichen wir reelle und komplexe Fourierreihenentwicklung, so kénnen wir die
Relation zwischen den Koeffizienten einfach ablesen

f(t) = @ + i (an cos(wnt) + by, sin(wnt)) (26)
n=1
_ 50 g( eiwnt e—iwnt) + bn%(eiwnt _ e—iwnt)) (27)
=co+ Z (cnei“mt + c_ne_i“’”t> ) (28)
n=1

Die reellen Koeffizienten lauten also ausgedriickt durch die komplexen

ag = 2¢g (29)
by =i(cn —Cc—p). (31)



Die komplexen Koeffizienten lassen sich durch die reellen ausdriicken als

a
Ccy) = 50 (32)
1
Cn = i(an — iby) (33)
- %(an +iby). (34)

Verifizieren Sie diesen Zusammenhang explizit fiir die Koeffizienten der Funktion

f1(t), die Sie ja sowohl in ein komplexe als auch in eine reelle Fourierreihe entwickelt
haben.

Im expliziten Beispiel der Funktion f;(¢) hatten wir erhalten ag = 1, a,, = 0 fiir n >
1 sowie bgg, = 0 und bop1 = —2/m(2k + 1) fiir £ > 1. Die komplexen Koeffizienten
hatten sich zu ¢y = %, cop = 0 fiir k € Z\{0} und co11 = i/m(2k + 1) mit k € Z.
Setzen wir diese Ergebnisse in die obigen Relationen ein, so sehen wir dass diese
erfiillt sind.

Zeigen Sie dass im Falle einer reellen Funktion f(t) € R die komplexen Fourierko-
effizienten die Relation c_,, = ¢}, erfiillen.

Wenn f(t) € R reell ist, so folgt f(t) = f(¢)* und damit direkt

f(t) — i Cneiwnt — f(t)* — i C;e—iwnt — i C*_neiwnt’ (35)

n=—oo n=—oo n=—oo

wobei wir im letzten Schritt den Summationsindex n — —n umbenannt haben, was
natiirlich nur einer Umordnung von Termen in der Summe entspricht. Vergleichen
wir die Koeffizienten, so folgt sofort

cp=c, & =cy (36)

was zu zeigen war. Fiir die Relationen zwischen den reellen und komplexen Fourier-
koeffizienten ergibt sich i Falle einer reellen Funktion f(¢) daher a, = 2Re(c,) und
by, = —2Im(cy,).



