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1. Levi-Civita-Tensor (1+1+141+1+1=06 Punkte)

Wir schreiben bei dieser Aufgabe die Summenzeichen explizit aus, allerdings konnen diese nach der
Einsteinschen Summenkonvention auch weggelassen werden.

(a) Wir zeigen
Z €ijkEilm = 0j10km — 0jmOkl
i
indem wir die moglichen Fille betrachten. Fiir j = k oder [ = m gilt

3

> e = 085 — 0585 =0
i=1

Fir j # k und I # m sind nur die Summanden auf der linken Seite nicht 0, fiir die gilt
1 # j, k,l,m. Damit folgen zwei Moglichkeiten:
o j=lund k=m: 3, €iim€itm = Sudmm — OimOp = 1,
e j=mund k=1: zi;él,m €imi€ilm = OmiOtm — OmmOy = —1.
Daraus folgt direkt
> eijpeii =Y 030k — 0ju0kj = 36k — O = 20 .

5] J

a - (b X C) = Z = ai(b X C)z‘ = Zeijkaibjck

i ijk

(c) Die Identitét folgt durch zyklisches Vertauschen der Indizes des Levi-Civita-Tensors €5, = €5 =
Ekij:

a - (b X C) = Zeijkaibjck

ijk
b-(cxa)= g €jkibjera; = g €ijk@ibjCl
ijk ijk
C: (a X b) = E ekijckaibj = E eijkaibjck
ijk ijk

la x (bxc)],= Z €ijkai(b x €)= Z €ijk€kima;biCm

jk jklm
= Z ekijeklmajblcm = Z(diléjm — 5Z-m6jl)ajblcm
jklm jlm

= Z ajbicj — (IjbjCi = bl(a . C) — ci(a . b)
J
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det(a,b,c) = det(a,b,c)’ = Zeijkaibjck =a-(bxc)
ijk
(f) Die Determinante ist definiert als
det A = Z 6i1---inA17i1A27i2 . An,in .
i1.in

Das Vertauschen (Permutieren) von zwei Spalten dndert das Vorzeichen der Determinante, was
sich aus der Eigenschaft des Permutationssymbols ergibt. Das Gleiche passiert beim Vertauschen
zweier Zeilen, z.B.

E eil,ig...inAQ,hAl,iz s An,in = - § Eig,i1...inA1,i2A2,i1 s An,in
11...0n 11...0n

= — E €irininAl,ii A2,y - Anyi, = —det A

11...0n

Damit folgt €5, j, det A =" Aj it Ajin - - - Aj, i, - Fiir das Produkt zweier Matrizen

i1.0in Cil.in

gilt damit
(AB)1,iy
N —
det(AB) = Y €iin O A1jBii)) O A2y Biin) - O AnjuBjnin)

1.0 7 J2 Jn

= Z (Al,j1A2,j2 cen An,jn) ( Z eil...inBj1,ilBj2,i2 e Bjnyin>
jl---jn i1...’in

= Z (A]_’leQ’jQ . An,jn) (6j1,...,jn det B) =det Adet B.
jl---jn

2. Die Gammafunktion (1424241 =6 Punkte)

Die Gammafunktion ist fiir reelle Zahlen definiert als
I'(x) :/ t* e~ du. (1)
0

Uns interessiert aber nur der Fall natiirlicher Zahlen. Hier erfiillt die Gammafunktion
oo
'n+1)= / z"e"*dr=n!, VneNy (2)
0

Dies wollen wir nun schrittweise beweisen. Da es sehr aufwendig ist das Integral in Gleichung
mittels partieller Integration zu berechnen, wollen wir einen Trick anwenden. Dazu definieren wir
die Folge

fu(N) = /O - e Mz . (3)

(a) Die Beziehung zwischen Gammafunktion und f,, ist
fu(1) =T(n+1). (4)
Nun bilden wir f'(\):

df(A)id > n _—Ax /OO n d —Az _ /OO n+1l —Ax _
Y _d/\/o 2" e dx = ; " | oye de = — ; 2" e M dr = = fr1(N) (B)

D.h. wir haben die Beziechung
d
fn+1()‘) - _afn()‘) (6)



(b) Nun berechnen wir die ersten Folgeglieder um auf f,,(\) schlieflen zu kénnen. Wie in der Aufgabe
vorgegeben berechnen wir fy explizit:

mn—AmeMm—_riqj—i ™)

Mit @ berechnen wir weitere Folgeglieder:

O = ~F0) = 33
) = AN =125
foN) = —f) =123 5,

Damit stellen wir die Vermutung auf

Fa(0) = n! N}H . (8)

(c) Diese Vermutung beweisen wir mit vollstdndiger Induktion.

(i) Induktionsanfang:
1 1
fod) = 3 =0+ (9)
(ii) Induktionsvoraussetzung: Es gelte (8) fiir ein n > 0
(iii) Induktionsbehauptung

1
farr=(n+ Dl (10)
(iv) Induktionsschluss: n — n + 1:
® d LV. d 1 1 1

(d) Wir beweisen nun (2)). Wir wissen:

1
T(n+1) = fu(1) @ 1 =nl O (12)
3. Flugnavigation (1414+1+4+1+2+2+ 1= 8 Punkte)
’ 2 ’ 2
1.5 1.5
r 0 r 0
0 y 0 y

Abbildung 1: Skizze der Bahnkurve aus (a), links und (d), rechts

(a) Siehe Abb.



rw cos(wt)
v(t) = | —rwsin(wt) (13)

v(t) = v(t)] = \/7"%)2 cos? (wt) + r2w? sin®(wt) + a? = v/ r2w? 4 a2 = const. (14)

—rw? sin(wt)
a(t) = | —rw? cos(wt) (15)

a(t) = la(t)| = ro’ (16)
Der Betrag der Geschwindigkeit ist konstant, lediglich die Richtung &ndert sich, d.h. das Flug-
zeug sinkt mit seiner “natiirlichen Sinkrate“ ohne Geschwindigekitszuwachs.
Die Beschleunigung verschwindet nicht, da sich die Richtung der Geschwindigkeit standig &ndert.
Damit das Flugzeug auf seiner Kreisbahn bleibt, muss eine Kraft/ Beschleunigung aufgebracht
werden.
Wir betrachten zuerst die geometrische Losung. Dazu stellen wir uns die Bahnkurve als auf einen
Zylinder gewickelten Draht vor. Die Hohe dieses Zylinders ist h = zg — z(t) = at, der Umfang
27r. Um diesen Zylinder macht der Draht insgesamt n = wt/(27) Windungen, was einer Linge
von wrt entspricht. Wickeln wir nun den Draht vom Zylinder finden wir ein rechtwinkliges
Dreieck, sieche Abb. 2l Damit ist

s(t) = Va2 +w?r?t (17)
Mit der Formel fiir die Bogenlédnge finden wir das selbe Ergebnis:

t
s(t) = / Va?+w?rdt = a2 + w?rt (18)
0

s(t)

at

wrt

Abbildung 2: Skizze zu (3c)

r At cos(At?/2)
v(t) = [ —rAtsin(At?/2) (19)
—

u(t) = |u(t)] = \/r2A%2 + o2 (20)

cos(At?/2) — At? sin(At?/2)
a(t) =rA | —sin(At?/2) — At? cos(At?/2) (21)
0

at) = |a(t)| = rAV/1 + A2 (22)

Die Geschwindigkeit des Flugzeugs nimmt mit der Zeit zu (fiir grofie Zeiten linear). Wir befinden
uns also nicht mehr in einem Gleitflug sondern sinken so schnell, dass die Geschwindigkeit
zunimmt.



(e) Wir berechnen die zuriickgelegt Strecke:

t t 2 A2
:/ \ o3 +r2 A2 At = ag/ 1+ T—Qt’Q dt’ (23)
0 0 @3

Zuerst bringen wir das Integral in die auf dem Aufgabenblatt angegebene Form. Dazu substi-
tuieren wir

A A
uw="2t = du= "=t (24)
Qg Qa2
rA
0—=u0)=0, t—ult)=—t (25)
(0%)]
Damit haben wir M
2 iy
s(t) = f‘—j > VI+uldu (26)
0

Wir betrachten das Integral

/ V1+u?du (27)

Mit dem Wissen 1 + sinh? 2 = cosh? z scheint die Substitution
u = sinhx = du = cosh(z)dz (28)

sinnvoll. Damit finden wir:
/\/1 + u?du = /\/1 +sinh? z coshz dz = /costhdx (29)

Das letzte Integral lédsst sich mittels partieller Integration 16sen:

/COSh2 rdr = / <dd sinh x) coshz dx = sinhz coshx — /sinh2 xdz (30)
x

Nun schreiben wir sinh? z = cosh? z — 1
/cosh2 x dx = sinhx coshz — /(cosh2 z —1)dz (31)
addieren von [ cosh?  dz auf beiden Seiten gibt schlieflich:
9 1, . 1 . 9
cosh” zdx = i(smhx coshz + ) = §(smh:ﬂ 1+ sinh*z + x) (32)

Nun resubstituieren wir x = arsinh(u) und finden

/ V1+u2du = (ux/ 1 4 u? + arsinh(u )) (33)

Damit finden wir

s(t) =

(i fazrrae a3 rAt
= 2( o +1r2A% rAarsmh ; (34)



(f) Gegegeben sind unsere Geschwindigkeit in der Luft v = 150 km/h, der Zielkurs iiber Grund von
a =21 3282 gemessen von Nord im Uhrzeigersinn (mathematisch negativ, wie beim Kompass)
sowie Windrichtung und Windgeschwindigkeit w = (50,0)T km/h. Unseren Geschwindigkeits-

vektor iiber Grund g und unseren Geschwindigkeitsvektor relativ zur Luft v stellen wir jeweils

dar als
_ sin « _ sin 8
g=49 <cos a> y =Y (cos ,6’) ’ (35)

Gesucht ist der Zielkurs in der Luft 5 und die Geschwindigkeit iber Grund g > 0. Es gilt nun
das folgende Gleichungssystem

v+w=g (36)

sin 8 50\ sin «
150 <cos B) + <0> —9 <COS a> (37)

cos 3
cosa”

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir g = 150 Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

150sin 8 + 50 = 150 cos  tan « (38)
1
sinﬁ—cosﬁtana—i—gzo (39)
Diese Gleichung kann entweder numerisch gelést werden, indem man die Nullstellen der linken

Seite findet oder algebraisch wie folgt. Wir setzen 2 = sin 8 und cos 8 = v/1 — 2. Damit ergibt
sich die quadratische Gleichung

1
x+§: 1—z2tana (40)
2, 2 1 2 2
x +§:L‘+§:(1—a:)tan « (41)
2 1
22(1 4 tan” o) + 3% + g tan?a = 0 (42)

Die Gleichung hat die Lésungen
1~ 043, z2~—0.82 (43)
Damit ergibt sich
p1 = arcsinx] =~ 0.44 ~ 25°, [y =m — arcsinzy ~ 4.1 ~ 235° (44)

Einsetzen liefert die Geschwindigkeiten iiber Grund

g = 150550 © 177iam/m, g = 15072 & 113%m /b (45)
cos CoS (¢
Die gesuchte Geschwindigkeit ist g = g2 > 0. Damit erhalten wir eine Flugzeit von 11%51(1;1“1/11 ~

19 min.



