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1. Fourierreihen (24 3+ 6 = 11 Punkte)

(a) Sei f(t) € R. Dann gilt

T/2

— dtf 71nwt
—T/2
T/2
/ dtf mwt =c_,
T/2
Wir definieren
T/2
an =2Re(cy) =cp +cop = / dt f(t) cos(nwt)
T/2
9 [T/
by, =2Im(c,) =i(c—p —cp) = —/ dt f(t) sin(nwt)
T J 7/
Daraus folgt ¢, = (ap + ib,)/2 und c_,, = (a, — ib,)/2. Damit gilt
f(t) — Z Cneinwt =co+ Z [Cine—inwt + Cneinwt]
n=-—00 n=1

1 . .
=co+ 3 Z: [(an — iby)e” ™ + (an + z’bn)e““"t]

o0
a .
— ?0 + E ayp, cos(nwt) — by, sin(nwt)

n=1
Wir sehen, dass sich fiir reelle Funktionen eine spezielle Formel ergibt, bei der die Koeflizienten
rein reell sind.
(b) Sei f(t) = fy(t) + fu(t) mit geradem und ungeradem Anteil.
(i) Nur gerade f(t) = f4(t) = fy(—t) und nur ungerade f(t) = fu(t) = —fu(—t). Dann folgen
die Koeflizienten
T/2

/ /
— /T i dtf,(t)e ™" = 1 /T i dt f4(t) [cos(nwt) — isin(nwt)] = ;/ dt f4(t) cos(nwt)

T/2 T J 7/ —T/2

/2

T/2 ‘ T/2 ,
Cnou = ;/ dtf,(t)e "™t = 1 / dt fu(t) [cos(nwt) — isin(nwt)] = —% / dt fo.(t) sin(nwt)

—T/2 T —T/2 -T/2

Damit gilt ¢, g = c_p g und ¢, = —C_p . Fiir die Reihen erhalten wir

o o
Fo) = cog+ 3 [conge ™ + nge™!] = cog+ 23 e cos(nwt)

n=1 n=1

o0 ) ) oo
— Z [c,n,ue_”“"t + cn,uem“’t] =2 Z Cn,u SIn(nwt)
n=1
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Wir sehen, dass sich fiir gerade/ungerade (komplexe) Funktionen spezielle Formeln fiir die
Fourierreihe ergeben. Nur die Hilfte der Koeffizienten muss berechnet werden.
(ii) Entsprechend fiir reelle gerade/ungerade Funktionen.

9 [T/2
Ung = — dt fq(t) cos(nwt) # 0
T J 7/
2 T/2
bng=— dt f4(t) sin(nwt) = 0
~T/2
T/2
Ay = / dt f4(t) cos(nwt) =0
T/2

T/2
= —/ dtfy(t) sin(nwt) # 0

T/2

Eingesetzt in die obigen Formeln gilt dann:

o
CL()7
fq(t) = Tg + Z A, g cos(nwt)

n=1

o
- Z by, g sin(nwt)
n=1

Im Bezug zur Aufgabe 1a) vereinfacht sich die Fourierreihe fiir reelle gerade /ungerade Funk-
tionen noch weiter, da wir wiederum nur die Hélfte der Koeffiziente ausrechnen miissen.

(c) ERSTE FUNKTION

3 firO<t<nm

fl(t)Z{ — o ht+2m) = i)

—i firm <t <27

Die Funktion f; ist ungerade, T'= 27 und w = 1. Daher

ent = —% / 7; dt 1 (¢) sin(nt) = % {— / i dt sin(nt) + /0 " at sin(nt)}
. /0 " dtsin(nt) = ——— [cos(nt)]f = L—=D"

™ nm nm

> 1— (=)™
t) = 2i zzl Cnu Sin(nt) = 21 Z:l B sin(nt)
n= n—=

| fl(t)‘
gl(1,4)

Abbildung 1: Plot von fi(¢) (im Imagindren). Wir plotten die Reihe mit N = 1,3,5, da jeweils die
geraden Terme verschwinden. Daher erhalten wir fiir N =1 und N = 2 den selben Plot.



ZWEITE FUNKTION
fo(t) =t
Die Funktion f3 ist reell, T'= 27 und w = 1.

/.

fir t €[0,27], folt+27) = folt)

an,

% / "4t fo(t) cos(nt) = £

dt (2w +t) cos(nt) + /7r dt tcos(nt)}
0

94
sin(7n) _0
n

= % [/0 dt 27 cos(nt) + /7r dt tcos(nt)] = 2/0 dt cos(nt) =
b, = —% /7; dt fa(t) sin(nt) = —% [/i dt (2m +t) sin(nt) + /07r dt tsin(nt)]

1 0 s
—— [/ dt 27 sin(nt) +
T

- -7

dt tsin(nt)]

nmcos(nmw) —sin(nw)  2nm — nw cos(nm) — sin(n)

n2w n2

P3|

Jetzt miissen wir noch den Grenzwert ag = lim,,_,g a,, = 27 berechne
sich die Reihe

[e.o] .

folt)y =m =2
n=1

sin(nt)
n

Abbildung 2: Plot von fa(t) fir N = 1,2, 4.

DRITTE FUNKTION
f3(t) = [sint]

Die Funktion f3 ist reell und gerade, T'= 7 und w = 2.
2 [7/2

o = 7 /n/2

Damit ergibt sich die Reihe

4 w/2
dt|sin t| cos(2nt) = / dtsintcos(2nt) =
T Jo

cos(2nt)
7 — 4mn?

(’'Hospital). Damit ergibt

T — 4dmn?2



Abbildung 3: Plot von f3(t) fir N =1,2,4.

set terminal pdfcairo enhanced size 16cm,12cm font ’Computer Modern,20’;

£f1(t) = (t > 2%pi ? £1(t - 2%pi) :\
(t <07 f1(t + 2*%pi) :\
(t>0&& t<pi?1:-1)))

cl(n) = (1 - cos(n*pi))/(n * pi)
gl(¥,t) = 2*%(sum [n=1:N] cil(n) * sin(n * t))

£2(t) = (t > 2%pi ? £f2(t - 2%pi) :\
(t <0 7 £2(t + 2%pi) : t))

a2_0 = 2x*pi
b2(n) = 2.0/n
g2(N,t) = a2_.0 / 2 - sum [n=1:N] b2(n) * sin(n * t)

a3(n) = 4/(pi-4*pi*n*n)
£3(t) = abs(sin(t))
g3(N,t) = a3(0) / 2 + sum [n=1:N] a3(n) * cos(2 * n * t)

set yrange [-2:2]
set samples 1000
set xlabel "t"
set ylabel "i"

set output "theoa_blattO04_f1.pdf"

plot [t=-2xpi:2%pi] £1(t), gi(l,t), gl(3,t), gi(5,t)

set yrange [-2:8]

set samples 1000

set xlabel "t"

unset ylabel

set output "theoa_blatt04_f2.pdf"

plot [t=-2xpi:2xpi] £2(t), g2(1,t), g2(2,t), g2(4,t)

set yrange [-0.5:1.5]

set samples 1000

set xlabel "t"

unset ylabel

set output "theoa_blatt04_£f3.pdf"

plot [t=-2*pi:2xpi] £3(t), g3(1,t), g3(2,t), g3(4,t)

Abbildung 4: Gnuplot-Code zum Erzeugen der Plots




2. Dragster mit Reibung (2+14+143+1+1=9 Punkte)

(a)

dl_ Fo+ (mro/T—a)v  p+pPu

dt  mp +mrqo — mqot/T T —t

mit p = 7Fy/mro, 7 = 7(mp + mro)/mro und g =1 — Ta/mr. Nun gehen wir vor wie bei
Aufgabe 3 vom letzten Blatt:

/v dU/ _/t dt/

o wtpY Sy Tt
1 I —t

= ln<'u+ﬂv>——ln<7 -
B I T

é m<“zﬁv>ml<f;f]>7

-
TR 1 (1‘m“{o)
= t) = |
v(t) mro — oT (1—t/7">

(b) Fiir o = 0 finden wir

- [()-1

(c) Wir berechnen die zuriickgelegte Strecke fiir o > 0 und 7 > 0:

2(t) = /Ot dt'o(t) = — L0 [_T,mT’O {(1 —t)7') o — 1} - t}

mro— QT aT

_ TEy mD+mT,0{(1_t/7_,)#fO_1}+t
mro— T «

(d) Wir wissen v > 0 und damit |v|v = v%. Die Bewgl. wird zu

dv Fp +yv? w? +0?
- - - )
dt mp £

Hier hat ¢/ = \/Fp /7 die Dimension einer Geschwindigkeit und £ = mp /v die Dimension einer
Lénge (£ wird héufig als Bezeichnung fiir Langenskalen genutzt).

o Ly
/UT TEE R
Wir berechnen nun das Geschwindigkeitsintegral
1/Udv,—1/v/udu_1[t”_tw
w2 Sy, 1+(%)2_Nl UT/;ul—i-uQ_,u’ arc anﬂl arc anu’

1 [u’(v - vT)}

= — arctan
/ ILL/Z + v vy



Damit finden wir dann

/ /
p(v—vr) T
t = @-
arcan[ /2+UUT] §( T)
12 !
t_
g +/vv7t Wt —7)
% 3

vy — g tan 7"/(?7)

vr W (=)
1+ v tan £

In den urspriinglichen Parametern ausgedriickt:

vr — /EB tan { ig”(t — 7')]

B v
= o ()|

(e) Wann steht der Dragster?

'U(tend) =0

v
= tend =T+ é/ arctan —T,
K 12

tend = Db arctan < x v7> +7
VEBy V Fi

(f) Wir wollen erneut die Konsistenz unseres Ergebnisses tiberpriifen, indem wir einen simplen
Grenzfall mit bekannter Losung betrachten. Ohne Reibung wirkt eine konstante Bremskraft
und wir erwarten folgende Losung fiir die Geschwindigkeit:

Bzw.

Wir betrachten nun den Grenzfall v — 0 in Gleichung . Betrachten wir zunéchst den Nenner.
Es gilt

lim \/v/Fp =0

y—0

I VY Fp(t —T)
im tan ——~

v—0 mp

=0

Weiterhin gilt fiir zwei Funktionen mit Grenzwert lim,_,,, f(x) = @ und lim,_,,, g(z) = b, dass
der Grenzwert ihres Produktes lim,_,., f(2)g(x) = ab ist. Der Nenner ist also unproblematisch,

limy_,o(Nenner) = 1. Betrachten wir nun den Zahler. Der zweite Term ist wieder von der
Form lim,_g--- = %. Wir verwenden also erneut die Regel von L’Hospital und berechnen den
Grenzwert (o = /Fp(t — 7)/mp und 5 = \/1/Fp):
ay~1/2
tan(ay7) .. Zeo(avA) . o Fp(t—r1)

lim ————— = lim ———~ = lim ————
'yg% /8\/7)/ 'yli)% 557*1/2 'ygr(l) ﬁcosQ(a\ﬁ)

Damit finden wir dann

Fp(t —
lim v(t) = v, — M,
~¥—0 mp

was genau dem erwarteten Verhalten entspricht.



