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1. Skalar- und Vektorfelder (2 4+ 3 = 5 Punkte)

(a)

Erstes Skalarfeld A(r)

Fiir eine Hohenlinie mit Wert ¢ finden wir

Yy
S B
Zunéchste betrachten wir ¢ = 0. In diesem Fall ist y = 0 und = beliebig. Die erste Hohenlinie
ist also die xz-Achse. Sei nun ¢ # 0.

:>x2+y2—%:—a2
1\? 1
2 2
S R 2
= —l—(y 20) 12 (2)

Da die linke Seite grofer gleich Null ist, hat diese Gleichung nur Losungen fiir 52 = 15 —a? > 0.

T 4c?

Die Hohenlinien mit ¢ # 0 sind dementsprechend Kreise mit Radius £ und Mittelpunkt (0, i)
Fiir das zweite Skalarfeld B(r)
B(r)=¢e"

finden wir
> +y*=—Inc (3)

Fiir ¢ < 1 sind dies Kreise um (0,0) mit Radius v/—Inc.

Die Vekttorfelder werden durch Vektoren an ausgewihlten Punkten dargestellt. Zur besseren
Ubersichtlichkeit skalieren wir die Vektoren jeweils mit einem Faktor s < 1. Fiir einen Plot
mittels Computer wahlen wir gleichverteilte Punkte. Als Alternative kann man auch Punkte auf
Linien konstanten Betrages wihlen. Bei allen drei Vektorfeldern sind dies Kreise mit Mittelpunkt
(0,0). Feldlinien eines Vektorfelde V'(r) sind definiert als Linien, die an jedem Punkt r die
Tangente V' (r) haben. Fiir eine mit ¢ parametrisierte Linie ergibt sich damit die DGL

dr(t)
"D — v, (@

Die Losungsschar dieser DGL ergeben die Feldlinien. Man kann dann z.B. alle Feldlinien zeich-
nen, die durch Punkte auf einer Linie (bzw. Flidche in hoheren Dimensionen) konstanten Betra-
ges hindruchgehen. In 2 Dimensionen kann man das Problem vereinfachen, da die Tangente die
Steigung % hat. Damit findet man
% — Vy(r) (5)
dz  Vi(r)

mit V; der i-ten Komponente von V.
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Abbildung 1: Hohenlinien Plot von B(r).

Erstes Vektorfeld C(r) Fiir Plot siehe [2| Die Feldlinien ergeben sich aus der DGL

dy =« 9 9
-2 = - 6
dx Y y v ¢ (6)

mit ¢ = const.. Die Feldlinien sind also Hyperbeln.

Zweites Vektorfeld D(r) Fiir Plot siehe 2| Die Feldlinien ergeben sich aus der DGL

dy T 9 9
dx Y y . ¢ (7)

mit ¢ = const.. Die Feldlinien sind also Kreise.

Drittes Vektorfeld E(r) Fiir Plot siehe [2| Die Feldlinien ergeben sich aus der DGL

dy _y _
= = y=cr (8)

mit ¢ = const.. Die Feldlinien sind also Geraden.
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Abbildung 2: Plots der 3 Vektorfelder mit Feldlinien




2. Harmonischer Oszillator (1+2+ 141+ 3 =28 Punkte)

(a) Ansatz einsetzen:

= iwoAfe“"Ot - iwoAl_eflwot

Anfangsbedingungen einsetzen:

371(0) =29 = AT +A1_

. . . _ . Vo _
£1(0) =vo 5 = zwoAf —iwgA] = 1 w’x =A] — Af
0

4 _ Towo T 100,z
1 2w0

(b) Wir verwenden das Ergebnis der Aufgabe vorher:

TowWo — 2‘1)()7z

x1(t) = Af ™ol 4 (Af’e““’ot)* =2Re (cos(wot) + @ sin(wot))

2w0

= xg cos(wot) + 22 sin(wot) = x4(t)
wo

Alternativ konnen wir das Ergebnis auch durch Einsetzen des rellen Ansatzes und Beachten der
Anfangsbedingungen erhalten. Die Kosinusdarstellung erhalten wir durch

12(0) = Az cos 2 = x

IL’Q(O) = —Agw() sin ¢2 = 2)073[;
Damit folgt
xQ(O) U0,z
= —— = —wptan ¢q
z2(0) o
—> ¢9 = —arctan Do
Woxo

2 2
Cos (g woTo wo
Wegen der Phasenbeziehung von Kosinus und Sinus (oder der entsprechenden Rechnung zu x5
fiir z3) folgt

T woxo
@3 = ¢2 + — = arctan
2 U0,z
Alle Konstanten sind damit bestimmt
Vo 2
Ay = Az = x%+< z)
wo
Vo, WoZo
¢9 = —arctan ——, 3 = arctan
woTo 0,z
00,z
Cy=mx9, By=-—">
wo
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Ansatz einsetzen:

yi(t) = AT et + ATe !
g1(t) = AT Xoe! — AT Nge 0!
i1(t) = A (1)

= §ji1(t) = Agy1(t) =0

Anfangsbedingungen einsetzen:

y1(0) =yo = A + Ay

. _ (Y _
U1 (0) =y = )\OAT — /\OAl - )?;)y = Aii_ — Al

A= _ Yoro Evoy
! 20

Wir verwenden die Losung von vorher und ersetzen die Exponentialfunktionen durch cosh- und
sinh-Linearkombinationen.

yi(t) = A7 e + ATe Mt = AT (cosh(Aot) + sinh(Agt)) + AT (cosh(Agt) — sinh(Aot))
= (A} + A7) cosh(Aot) + (AF — A7) sinh(Mot) = yo cosh(Mot) + vg—y sinh(Xot)
0
Wir sehen, dass das Ergebnis eine véllig analoge Form hat zu x4(¢) der Aufgabe 1b), wobei
Cy = yo und By = v,/ Ao.
Anmerkung: Entsprechend kann man die Losung auch auf die Form A cosh(Aot 4 ¢) bringen,
wobei

¢ = artanh Yy
Yoo

Auf dem dritten Blatt hatten wir den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen und den
Hyperbelfunktionen hergestellt, wobei sich gezeigt hat, dass die Hyperbelfunktionen cosh und
sinh dem cos bzw. sin entsprechen, wenn man das Argument ins Imaginére dreht (D.h. eine
Drehung um 7/2). Dies sieht man hier ebenfalls wieder.

Aus dem Kraftfeld und der Newton’schen Gleichung erhalten wir

azx x
F(r)=mr & =m| .
. (61/) (@/)
Diese Gleichungen sind entkoppelt (unabhéngig), d.h. wir erhalten

.. «
r— —x=0
m

. p
y——y=0
m

Diese Gleichungen entsprechen genau den Gleichungen vorher, wobei wir den harmonischen
Oszillator fiir «, 8 < 0 und den invertierten harmonischen Oszillator fiir o, 8 > 0 erhalten.
Wir betrachten beispielhaft nur den Fall « < 0 und 8 > 0, die weiteren Félle setzen sich
entsprechend zusammen. Mit den Anfangsbedingungen x(0) = xo, y(0) = yo, #(0) = v, und
9(0) = voy erhalten wir

Vo

xo cos(wot) + —= sin(wot)

r(t) = @Eg) = <y0 cosh(Agt) + ”?—0% sinh()\ot))



3. Lineare Differentialgleichung

(a)

mit den ,,Frequenzen”

wmyf5 e

Bonusfrage: Die Flidche hat fiir « < 0 die Form einer nach oben getffneten Parabel und fiir
«a < 0 die Form einer nach unten getffneten Parabel. D.h. fiir o, 8 < 0 erhélt man einen nach
oben gedffneten Paraboloid, fiir & < 0 und 8 > 0 einen Art ,,Sattel”. Dieses Thema wird spéter
noch in der Vorlesung behandelt (Stichworte Energie, Potential und Gradient)!

(342 + 2 = 7 Punkte)

Wir setzen den Ansatz e in die DGL ein. Dies liefert

(At —2)2 = 3) M = 0. (9)
Da e*x # 0 folgt daraus die charakteristische Gleichung fiir die DGL
M —2)2-3=0. (10)
Wir 16sen die Gleichung zunichst fiir A2
1 3
A2:2(2j:4):{ (11)
Damit finden wir vier Losungen fiir A
A2 =+V3, N34 =+i (12)
und die allgemeine Losung fiir die DGL lautet
y(z) = areV3® + ase V3 4 aze’ + qqe i (13)

mit a; € C.

Um die allgemeine reelle Losung zu finden nutzen wir die Euler-Formel et = cosz + isinz

y(z) = bre¥3* + bye V37 4 (a3 + ay) cos x + i(as — as) sinx

= ble‘/gx + bge*‘/gx +bycosz + bysinz (14)

mit b; € R.

Zur Losung des Anfangswertproblems (AWP) setzen wir die gegebenen Anfangsbedingungen in
die allgemeine reelle Losung ein und lésen nach den noch unbestimmten Parametern b; auf.

y(()) =1 = b1 +by+0b3=0 (15&)
y'(0) =0 = V3(by —by) + by =1 (15b)
y"(0) =0 = 3(b1 4+ bg) —b3 =0 (15¢)
y"(0) =1 = 3V3(b1 —bo) —bs =1 (15d)
Wir 16sen zunéchst durch simples umformen.
({L5a) + ([L5¢) = b1 +b2=0 (16a)
(150) + (T5d) = 4V3(by — by) =2 (16b)
3([T5a) — (53 = by =0 (16¢)
3(T5H) — (T5d) = 4by =2 (16d)



Aus dem letzten Set lesen wir direkt ab

1
= —by = 17a
= (172
=0 (17b)
_ % (17c)
1
(e\/gx - e_\/gw> + 3 sin x
B sinhv3x sinz (18)
=0 5



