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1. Gedampfter harmonischer Oszillator (1.5 4 1.5 = 3 Punkte)

(a) Gegeben ist die Losung

A cos(Qt) + Bsin(§2t) fiir v < wo
z(t) = e 7' { Acosh(Qt) + Bsinh(Qt) fiir v > w (1)
A+1tB flir v = wq

und damit gilt fiir alle 3 Félle
2(0) =29 = A (2)
Wir berechnen die Geschwindigkeit:

—AQsin(Qt) + BQ cos(Qt)

i(t) = —yz(t) + e { AQsinh(Qt) + BQ cosh(Qt) (3)
B
Damit finden wir
QB Q
vo=-—FA+{QB =-—yrg+ BN (4)
B 1
Daraus folgt dann
1/Q
B = (yxo +v9) § 1/ (5)
1

(b) Nun sei zp = 1 und vp = 0. Dann haben wir

A=1 (6)
v/

B=<{~/9 (7)
o
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Abbildung 1: Plot zu Aufgabe 1b)
2. Antwortfunktion (242+1+2+1+1=9 Punkte)
(a) (i) Wir bestimmen Extremalpunkte:
dx@)| _ d L R ot ek I
dw  dw | (w? —wd)? + 47202 T (w2 - wd)2 + 4y2?32

= (a)w=0 oder (b)w?®—wi+2y>=0

Damit findet man 3 Losungen

wr =0, wi==+/wi—2792 (8)

Wir miissen noch bestimmen, ob es sich um Hoch-, Tief- oder Sattelpunkte handelt. Dazu
betrachten wir das Vorzeichen von |y|’. Der Nenner ist immer gréfier als 0. Wir betrachten
daher nur den Zéhler. Fiir den zweiten Faktor gilt

2

(W? — w2 +29%) > 0 fiir w? > wi

2

(W? —wg +29%) < 0 fiir w? < wi

Zusammen mit dem Vorzeichen des ersten Faktors —2w finden wir folgende Vorzeichen fiir |x|":

“4fiir w < we 9
“—“fiirw- <w<0 (10
“Hfiir 0 < w < wy (11

[43

—_ — — —

—“fir wy <w (12

Fiir w3 > 2792 liegt also ein Tiefpunkt bei w; und jeweils ein Hochpunkt bei wy vor. Fiir

positive Frequenzen liegt damit die Resonanz bei w, = w; = \/w? — 272 und damit nicht bei
+ 0
der Frequenz 2 = /w3 —~? des freien geddmpften Oszillators. Fiir wd < 27? werden wy rein



imaginér und es liegt nur ein Maximum (die beiden VZ-Wechsel in der Mitte verschwinden) bei
w1 VOr.
(ii) Wir bestimmen |x(wy)|:
1
2y (W — )2

(iii) Ohne Démpfung wird die Amplitude unendlich gro, daher ,,Resonanzkatastrophe®. Fiir
reale Systeme sollte man aber beachten, dass die Naherung einer linearen Kraft fiir groffe Aus-
lenkungen meistens nicht mehr erfiillt ist und die Betrachtung als harmonischer Oszillator nicht
mehr korrekt ist.

(b) (i) Fiir w = 0 finden wir

X (wr)] (13)

IX(0)] = — (14)

(ii) Fiir grofie Frequenzen w > v und w > wp sind nur noch die Terme mit der héchsten Potenz
in w wichtig. Damit findet man

1
\X(w—>oo)]ocﬁ—>0 (15)

(¢c) Mit den vorher (in a)i) und b)) festegestellten Eigenschaften von |x(w)| ist es einfach, die
Amplitude in den beiden vorgegebenen Parameter Bereichen zu skizzieren. Siehe Abb.
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Abbildung 2: Plot zu Aufgabe 2c) und 2f)

(d) Wir interessieren uns fiir die Resonanzkurve bei sehr kleiner Dampfung v < wp. In diesem Fall

ist die Resonanzfrequenz
wr = \/w3 — 272 =~ wo. (16)

Wir wollen nun die Amplitude in der Ndhe der Resonanz untersuchen. Dazu schreiben wir

w = 6w + wp mit dw < wy und setzen dies in den Nenner von |x(w)|? ein:

(W? — wd)? + 47%0? = (WB — 2wodw + 6w? — w)? + 472 (wo + dw)?
= 4w2dw? — dwodw? + dw? + 4v2wE + 8wy dw + 472 6uw?

~ 4widw? + 472w = 4wl |(w — wo)? + 47




Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass v und dw kleine Parameter sind. Entsprechend sind
Produkte hoherer Ordnung in diesen Parametern noch kleiner. Wie in der Aufgabe vorgegeben
vernachlissigen wir Terme der 3. Ordnung und héher (unterstrichene Terme). Damit finden wir
die gendherte Amplitude

1/2
M@~ 7@ = 5 | oo 7

T 2w | (w— wy

(e) Wir berechnen die Breite des Peaks der genidherten Funktion. Der Einfachheit halber rechnen
wir mit der quadrierten Funktion. Der Wert bei wq betréigt

2 1

X =—-7 18
Ko = gma (18)
Dann muss fiir die Frequenz wy, bei der der Wert um die Hélfte abgesunken ist, gelten
1 1
= 19
dwgl(wn —wo)? +7%  8wgy? (19)
Damit finden wir

Die Breite des Peaks ist dann gegeben durch ~.

(f) Siehe Abbildung [2| Man sieht, dass genéherte und exakte Funktion in der Nédhe des Maximums
gut iibereinstimmen. Wenn man néher heranzoomt sieht man den Unterschied zwischen Reso-
nanzfrequenz w, (gestrichelte) und wy (durchgezogene Linie). Dennoch ist die Ndherung iiber
einen relativ groflen Bereich von w sehr gut.

3. Attraktion auf der Karlsruher Mess’ (24 2+ 142+ 1= 8 Punkte)

(a) Die Kraft, Geschwindigkeit und Beschleunigung liegen alle tangential auf der Kreisbahn des
Pendels.

Ftangential = M * Gtangential (21)

— mgsin(6(t)) — 2ymld(t) = mid(t) (22)

16(t) + 241(t) + gsin(6(t)) = 0 (23)

Liebe Tutoren, bitte macht hier eine Skizze!

(b) Fiir kleine Winkel um die Ruhelage erhalten wir wegen sinx ~ x

16(t) + 2v19(t) + gp(t) =0 (24)

Das ist die Gleichung des harmonischen Oszillators mit Ddmpfung ~I. Entsprechend erhalten
wir fiir kleine Winkel um den héchsten Punkt

16(t) + 2919(t) + g(m — (t)) =0 (25)

16(t) + 2919(t) — gop(t) = —gm (26)

Das ist die Gleichung des invertierten harmonischen Oszillators mit zusétzlicher konstanter
Kraft —mgm und Dampfung ~I.

(c) Mit dem Exponentialansatz ¢(t) = e** erhalten wir fiir kleine Dimpfungen

A2+27A+%:02>Ai:—yii e (27)
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Die allgemeine Losung ist gegeben durch ¢(t) = Ae 7" + Be= 7% mijt O = | /9 — 42 Durch
Einsetzen der Anfangsbedingungen

$(0) = A(—y +iQ) + B(—y —iQ) = 0 —> A:% (1-il] B=a (29)

erhalten wir die Losung ¢(t) = 277" Re (Ae*) = ¢pe 7" [cos(t) + & sin(Q1)].
Es sei ¢(0) = ¢p und ¢y = ¢(27N/Q) = qSoe_W%. Daraus folgt mit Q = /¢ — 2

_ 92 %0

N = S In on (30)

2 _ 02 In(¢o/onN) 2_ g 2 In(¢o/¢N) 2
— 7 =9 < 2N ) _<7_7> < 2N ) (31)

1 g 1
2 gz _ 9 (32)
l LS 2 l n(@o/ PN 2
(hl(;oj\éw)) +1 (1 (gﬁé\? )> +1

Es sei ¢g/on = 2 fir N = 100. Ohne Dampfung erhalten wir die Frequenz Q¢ = /g/l. Der
relative Fehler von €2 und Qg betrigt

Qo — 1

‘ OQ ‘:1—2z6><10_7. (33)
0 In2

(2807r) +1

Die Frequenzénderung durch die Luftreibung ist daher vernachléssigbar. Berechnet man den

Fehler von £, dann erhélt man

Q

Q—Qp
2007

n2 \? _7
=1|1- +1~6x10"". (34)

Die beiden relativen Fehler sind so dhnlich, da diese so klein sind.



