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1. Drude-Leitfihigkeit (24+2+3+(2+4) =7+ (6) Punkte)

(a)

Wir kennen bereits die Green’sche Funktion
Gt —t') =0t —t)e 1), (1)
fiir die DGL
b+ av = f(t). (2)

Setzen wir a = 771, so lisst sich die DGL des Drude Modells mit dieser DGL identifizieren,
wobei f(t) = ZE(t). Damit finden wir die Losung

00 t ot/
(t) = / dt' Gt — ) f(t) = < / dt B()e™ = (3)
oo m —00
fiir die Geschwindigkeit, bzw.
ne? [t t—t’
j(t) =env(t) = — dt' E(t')e” = (4)
m —0o0

fiir die Stromdichte. Damit ist die Leitfdhigkeit im Drude-Modell

o(t) = Ti:f Ot)e . (5)

Wir haben
j(t) = /OO dt' o(t — t")E(t). (6)
—00
Die ist die Faltung von elektrischem Feld E(t) und Leitfihigkeit o(t). Damit folgt mittels Fal-
tunstheorem direkt
j(w) = Ew)o(w). (7)
Auch die Foruiertransformierte von o(t) haben wir bereits auf dem letzten Blatt berechnet. Sie

lautet
ne? 1 ne? 71 —jw
o(w) = =

(8)

Wir 16sen die DGL nun mittels Fouriertransformation. Wir gehen wieder von der in Gleichung
(7?) aus (o = 1/7 und f(t) = eE(t)/m). Setzen wir nun die Fouriertransformierten direkt in
die Gleichung ein, finden wir

(jt " a) [ vt = [ 2 jape (9)

Vertauschen wir nun Ableitung und Integral finden wir

/ B i+ a) v(w)et = / A )i (10)

m 7! +w m 1772 +w?’

2T o

und damit
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bzw.

v(w) = f(w) e 1 E(w) :ia(w)E(w). (12)

w+ « miw + o en

mit o(w) wie in (b).
(d) Auch hier berechnen wir eine bereits bekannte Funktion, ndmlich die Fouriertransformierte der

Green’schen Funktion (siehe Blatt 8, Al). Zur Bestimmung der Green’schen Funktion setzen
wir E(t) = Z6(t) und erhalten die DGL
04 av = 0(t), (13)
welche natiirlich die Green’sche Funktion als Losung hat. Wir wissen, dass
v(w) =o(w)E(w). (14)

Wir bendtigen also lediglich die F'T' des elektrischen Feldes

oo
E(w) = / dt syt = (15)
oo € e
Damit finden wir das bereits bekannte Ergebnis
1 1
v(w) = cn — = —. (16)
mea+iw o+ w
(e) Sei nun E(t) = Ep. Die Gleichstromleitfdhigkeit ergibt sich zu
2
. ne
oo = c}zlg%) o(w) = T (17)

Wir wollen nun die Gleichstromleitfihigkeit bestimmen. Dazu nutzen wir zuerst direkt Gleichung
(2) vom Aufgabenblatt:

[e.9] 2 t -, )
J(t) :/ dt' o(t —t')Ey = ”eEO/ g5~ T
m m

—00 —0o0

Fiihr den zweiten Weg mittels Fouriertransformation benétigen wir zuerst E(w):

E(w) = /dt Epe ™' = 21 Eyd(w). (18)
Damit finden wir mit der Drude Formel
. ne2 1
jw)=0W)Ew) = ———271Ey0(w) (19)

m 71 4+ iw
Nun miissen wir noch die inverse FT durchfiihren:
dw : ne3r
i(t) = | —j(w)e™! = Ey. 20
i) = [ Soit)e =" T, (20)

Wie erwartet stimmen die beiden Ergebnisse iiberein. Je nach Form des elektrsichen Feldes kann
aber eine der beiden Herangehensweisen deutlich besser zu rechnen sein.

2. Potenziale, Gradient und Kraftfelder (24+1+14(2) =4+ (2) Punkte)

(a) (Wir bezeichnen mit e; einen Einheitsvecktor in i-Richtung )

1/2 —-1/2

R O C I I EY D oF ) B R
G:Bir_ﬁxi , i 1214 j wz_r
Jj=1 j=1
() Vr=Y e lr=3 T T,

- - “Ox; —~ T e
0 _df(r) 87“_, T

(i) éh“if(r) dr Ox; i

r

(iv) Vf(r)=f(r)e



(b) Das Kraftfeld eines Potenzials V' (r), das nur vom Abstand r abhéngt, ldsst sich mittels a)(iv)

berechnen: r
F(r)=-VV(r)=-V'(r)e, = —V’(r);. (21)
Fiir ein 1/r Potenzial gilt
d « a
I — 2% % 22
Vi) drr 72 (22)
und damit ar o
F(’l“) = 1"73 = ﬁer. (23)

(¢) Das Potential ldsst sich hier erraten:

k
V(wr) = 521+ W (24)
mit Vy = const.. Das dieses Potential die korrekte Kraft gibt ldsst sich mittels Nachrechnen
priifen:
d
F = = kxq. 2
(1) di(ﬂ?l) 1 (25)
Formal lédsst sich das Potential mittels Integration aus der Kraft bestimmen:
e k k k
V(xy) = —/ dr' F(z1) = 5%2 — 59:%’0 = 595% + Vo (26)
x

1,0

(d) Auch das Yukawa-Potenzial hédngt nur vom Abstand r ab. Wir finden

a1 _
Vy(r) = - <r + 7) e (27)
und
F_C (1+ 727’) e e (28)
r
3. Teilchen im quartischen Potenzial (1414142444 (4) =9+ (4) Punkte)
Ein Teilchen der Masse m und Energie E bewege sich im Potenzial V (z) = —az* 4 bx? mit a,b > 0.

Fiir kleine Energien und kleine |z| kennen wir die Losung des Problems. Es ergibt sich mit V(z) ~
bx? der harmonische Oszillator, der bereits ausgiebig besprochen wurde.

(a) Skizze:

V(x)
o
T

Abbildung 1: Skizze des Potentials V' (z) und von @(x) fiir unterschiedliche Energien fiir Aufgabe 3 (f)



(b)

Hochpunkte E,,q; = V(£|Zmaz|) des Potenzials:

d
V() = —4ax® +2bx =0 (29)

=+ i (30)
= 2a

Wir finden die Maximalpunkte + = 0 und x4+ = :l:\/% = +|Tmaz|- Bel z = 0 ist ein lokales
Minimum, bei x4+ sind Maxima.

Eraz = V(£|Tmaz|) = V(| Tmaz|) = —a b 2 + bi = ﬁ (31)
maxr — max - max - 2a 2a - 4a
Gleichung fiir die Energie des Teilchens:
. 1 .9 1 -2 4 2
E(z,&) = gma” + V(z) = gma” —az” + bx (32)
Auflésen nach z:
L .9 4 2
E= gmd” —az + bz (33)
) 2
x:i\/m (E + az* — bx?) (34)

Der Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens ist durch die Energie festgelegt. Allerdings ist das
+ wichtig, da die Richtung der Geschwindigkeit eine Rolle spielt und erstmal nicht festgelegt
ist. Aufstellen des Integrals z(t) mittels Separation der Variablen, wobei x; = x(¢;)

T d
tl—tozi,/m/ ’ (35)
2 Joo VE+ax*—ba?

Wir setzen im folgenden tg = 0 und t; = ¢.

t:i,/m/ dz (36)
2 Joy VE +ax* — bx?

Wegen t > 0 folgt fiir negative Geschwindigkeit x1 < zg und fiir positive Geschwindigkeit
ro < T1.

Sei nun die Energie des Teilchens E = Ep45-

m [ dzx m [ dx
o \/E—i—aac‘*—bx? @ Jao \/574—2:4—2952
/5 £/ (38)
2a /xo / _ Qa/ —x?mx\

Wir substituieren mit y = x/|Tmaz|, ¥i = Ti/|Tmaz|- Das ist die Normierung des Orts auf die
Breite der Potentialmulde! Im folgenden verwenden wir nur noch y.

Y1
A= 39
xmar 2a /yo ’y - 1‘ ( )

(40)

Das Teilchen kann sich nun entweder innerhalb des Potentialtopfes oder auflerhalb bewegen.
Man muss daher bei der Integration darauf achten, dass die beiden Fille |y| < 1 (In der Mulde)



und |y| > 1 (AuBerhalb der Mulde) beriicksichtigt werden. Das Teilchen kann die ganze Zeit
entweder nur in der Potentialmulde oder auerhalb sein, da die Energie genau E,, ., entspricht.
Daher reicht es wenn wir die Félle |yo| < 1 und |yo| > 1 betrachten. (Den Punkt |yo| = 1, also
wenn sich das Teilchen genau am Maximum befindet, schlieen wir aus. In dem Fall bleibt das
Teilchen fiir immer an diesem labilen Punkt liegen. Die Gleichungen gelten nicht wegen Division

durch 0.)

a0 d
ly| > 1: t:T/ 2y
Yo ye—1

viog

ly| <1: t:—T/ 2y
—1

yoy

1 m

T==

Tmaz V 20

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung durch:

1 1 _ A N B :y(A+B)+(A—B)
-1 (y-y+1) y—-1 y+1 y?—1
1 1] 1 1
— A+B=0ANA-B=1 — — = _|—
2 -1 2|ly—1 y+1

Wir integrieren die beiden Fille (Beachte, dass die Logarithmen alle reell sind):

dy T 1 1
1: W T gy
v T/y?—l 2/y{y—1 y+1]

T T y—l
= —[ln(y—1)—1 )] ==1
g In(y =1 —In{y+ D) = 5In -
dy T [ 1 1
1 = fdy|—+——
vl < T/y?—l 2/ y_l—y+1+y]
T T, 14y
:5[—1n(1—y)+ln(1+y)]=§1nﬂ:Tar‘canhy
dy T 1 1
—1: =—[dy|—
v T/y?—l 2/ Y1 1—y+—1—y}

T T, y—1
=—[n(l—-y)—In(-1—-y)|==In"——
5 [I(1 —y) —In( vl =3 nT
Insgesamt erhalten wir
-1 -1
yl>1: t=_|m&2 " m%
21w+l Yo +1

lyl <1: ¢ =7(artanhy; — artanhyp)

Auflésen nach y; = y(t):

2t
>1: e — +1In = —
v <P ( St FORS =10

lyl <1: y(t) =tanh (j_ + artanhyo>

Die Funktion divergiert fiir |y| > 1 und grofie ¢ wegen des abstoBenden Potentials:

2t -1 1
exp ——i—lnyo <1:>t<zlny0+
T Yo+ 1 2 yo—1

(41)
(42)

(43)

(56)

(f) e E < 0: In diesem Fall befindet sich das Teilchen nicht in der Potentialmulde. Der Zustand

ist ungebunden, das Teilchen lduft weg.



e 0 < F < FEp4s: In diesem Fall kann sich das Teilchen in der Potentialmulde befinden, sofern
|z| < |Zmaz|. Dann ist der Zustand gebunden. Befindet sich das Teilchen anfangs auflerhalb
der Mulde, so ist der Zustand ungebunden.

o F . < E: Das Teilchen ist ungebunden.

Die Kurven im Phasenraum plotten wir fiir unterschiedliche Energien E. Der Einfachheit halber
setzen wir m = 2, a = 1, b = 2 und erhalten E,,,, = % =1.

#(z) :i\/i (E + ax* — ba?) = £/ FE + 2t — 222 (57)




