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1. Schwerpunktsystem & Vielteilchensystem (1+1.54+ 1.5+ 3+ 2 =9 Punkte)
Wir betrachten ein System von N Teilchen. Im Laborsystem gilt die Bewegungsgleichung

mr; = Z F3Y + F (1)

JFi
fiir jedes Teilchen ¢ = 1,..., N. Hier bezeichnet F[7" die Wechselwirkung zwischen Teilchen ¢ und
j und F$' eine externe Kraft. Aus dem 3. Newton’schen Axiom folgt F777 = —F3". Wir wollen

nun einige allgemeine Eigenschaften dieses System im Schwerpunktsystem (CMS) analysieren. Der
Schwerpunkt, welcher als Ursprung des CMS genutzt wird, des Gesamtsystems ist

R- ZZ"”’ SRl )
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(a) Driicken Sie die Ortsvektoren r; im Laborsystem durch die Ortsvektoren im CMS r} und den
Vektor R aus. Finden Sie damit die Bewegungsgleichung im CMS.

(b) Zeigen Sie, dass der Gesamtimpuls P = ) .p; gegeben ist durch den Schwerpunktsimpuls
P = M R. Wie groB ist der Gesamtimpuls P’ im CMS?

(c) Zeigen Sie, dass der Gesamtdrehimpuls in einen Schwerpunkts- und einen relativ Anteil zerfillt
geméf
L=Ls+L,=MRxR+Y mr|x (3)
i

(d) Zeigen Sie, folgende Relationen:
P _ Z FZ-EXt (4)
L=> rixFQ (5)

Ohne &duflere Kraft sind also der Gesamtimpuls und Drehimpuls erhalten.

(e) Zeigen Sie, dass fiir den Drehimpuls Lg des Schwerpunktes gilt
Ls=Rx> F. (6)

Wirkt keine externe Kraft sind also Schwerpunkts- und relativer Drehimpuls separat erhalten.

2. Zylinderkoordinaten (1424241 =6 Punkte)

Der Zusammenhang zwischen (raumfesten) kartesischen und Zylinderkoordinaten ist wie folgt defi-
niert: (z,y,2)T = pé, + zé, mit den Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten

é,=cospeé, +singe,, é,=—sinpé,+cospe,, €,=e.,. (7)

(a) Zeichnen Sie die Einheitsvektoren €, und e, in der zy-Ebene.
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(b) Zeigen Sie, dass die 3 Einheitsvektoren ein Orthonormalsystem bilden, d.h. e, e, = é, - &4 =
e.-e;=1lunde,-e5=¢€,-&,=¢e4-e,=0.

(c) Berechnen Sie &,xég, €4 xé. und e, xé, und driicken Sie Ihre Ergebnisse in Zylinderkoordinaten
aus. Bilden die drei Einheitsvektoren ein Rechtssystem?

(d) Die Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten sind abhéngig von der Position auf der Bahnkur-
ve. Zeigen Sie durch Ableiten von Gleichung nach der Zeit, dass

d ) . d . .
—e, =e, = e —e. = € = —e . 8
aLcr €p = Pey, dt €p = €p Pep (8)
Beim Berechnen von Gescwindigkeiten usw. muss man also darauf achten, auch die Ableitung

der Einheitsvektoren zu berechnen.

. Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten (2+ 1+ 2 =5 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen in einem Kraftfeld F'(r). Das Teilchen erfiillt dann die Bewegungsglei-
chung
mi = F(r). (9)

(a) Schreibe Sie r(t) = p(t)é, + z(t)é, und berechnen Sie 7 und den Drehimpuls L(t). Benutzen
Sie dazu Ihre Ergebnisse aus Aufgabe 1. Fiir den Drehimpuls soltlen Sie folgendes Ergebnis
erhalten:

L=m|—zp é,+ (zp—2ip)és + ,OQQB@ZZ} (10)

(b) Driicken Sie die Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten aus, indem Sie # berechnen. Driicken
Sie dazu auch die Kraft in Zylinderkoordinaten aus (F(r) = Fj e, + Fséy + F.é.). Da die Ein-
heitsvektoren linear unabhéngig sind, zerfillt die Bewegungsgleichung in drei gekoppelte DGL.

(¢) Zeigen Sie mittels der in b) hergeleiteten Bewegungsgleichung, dass fiir eine Zentralkraft

r pe, + zé,
F(r) = Flrl) i = FVP+ 22

der Drehimpuls erhalten ist, also L = 0. Hinweis: Verwenden Sie zF p— pF, =0.

Bemerkung: Fiir eine Zentralkraft lidsst sich die Drehimpulserhaltung auch wesentlich einfacher
zeigen. Da F' = |F|r/r folgt direkt aus der Bewegungsgleichung, dass # || . Damit ist dann

L=mrx#orxr=0. (11)

Da der Drehimpuls erhalten ist, kann man das Koordinatensystem bei einer Zentralkraft stets
so legen, dass L = Lé,. Aus Gleichung folgt dann, dass z = 2 = 0. Die Bewegung findet
dann also in der zy-Ebene statt. Mittels L = mp2¢5 = const. lasst sich die Winkelabhéingigkeit in
der Radialgleichung (Teil der Bwegegungsgleichung ~ é,) eliminieren und man hat eine einfache
DGL fiir p(t). Dieses Verfahren werden Sie in der Vorlesung anwenden, um das Zweikorperproblem
(Kepler) zu lésen.



