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1. Schwerpunktsystem & Vielteilchensystem (1 + 1.5 + 1.5 + 3 + 2 = 9 Punkte)

Wir betrachten ein System von N Teilchen. Im Laborsystem gilt die Bewegungsgleichung

mir̈i =
∑
j 6=i

Fww
ij + F ext

i . (1)

für jedes Teilchen i = 1, . . . , N . Hier bezeichnet Fww
ij die Wechselwirkung zwischen Teilchen i und

j und F ext
i eine externe Kraft. Aus dem 3. Newton’schen Axiom folgt Fww

ij = −Fww
ji . Wir wollen

nun einige allgemeine Eigenschaften dieses System im Schwerpunktsystem (CMS) analysieren. Der
Schwerpunkt, welcher als Ursprung des CMS genutzt wird, des Gesamtsystems ist

R =

∑
imiri∑
imi

=

∑
imiri
M

(2)

(a) Drücken Sie die Ortsvektoren ri im Laborsystem durch die Ortsvektoren im CMS r′i und den
Vektor R aus. Finden Sie damit die Bewegungsgleichung im CMS.

(b) Zeigen Sie, dass der Gesamtimpuls P =
∑

i pi gegeben ist durch den Schwerpunktsimpuls
P = MṘ. Wie groß ist der Gesamtimpuls P ′ im CMS?

(c) Zeigen Sie, dass der Gesamtdrehimpuls in einen Schwerpunkts- und einen relativ Anteil zerfällt
gemäß

L = LS + Lr = MR× Ṙ +
∑
i

mir
′
i × ṙ′i (3)

(d) Zeigen Sie, folgende Relationen:

Ṗ =
∑
i

F ext
i (4)

L̇ =
∑
i

ri × F ext
i (5)

Ohne äußere Kraft sind also der Gesamtimpuls und Drehimpuls erhalten.

(e) Zeigen Sie, dass für den Drehimpuls LS des Schwerpunktes gilt

L̇S = R×
∑
i

F ext
i . (6)

Wirkt keine externe Kraft sind also Schwerpunkts- und relativer Drehimpuls separat erhalten.

2. Zylinderkoordinaten (1 + 2 + 2 + 1 = 6 Punkte)

Der Zusammenhang zwischen (raumfesten) kartesischen und Zylinderkoordinaten ist wie folgt defi-
niert: (x, y, z)ᵀ = ρêρ + zêz mit den Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten

êρ = cosφ êx + sinφ êy, êφ = − sinφ êx + cosφ êy, êz = êz. (7)

(a) Zeichnen Sie die Einheitsvektoren êρ und êφ in der xy-Ebene.
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(b) Zeigen Sie, dass die 3 Einheitsvektoren ein Orthonormalsystem bilden, d.h. êρ · êρ = êφ · êφ =
êz · êz = 1 und êρ · êφ = êρ · êz = êφ · êz = 0.

(c) Berechnen Sie êρ×êφ, êφ×êz und êz×êρ und drücken Sie Ihre Ergebnisse in Zylinderkoordinaten
aus. Bilden die drei Einheitsvektoren ein Rechtssystem?

(d) Die Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten sind abhängig von der Position auf der Bahnkur-
ve. Zeigen Sie durch Ableiten von Gleichung (7) nach der Zeit, dass

d

dt
êρ = ˙̂eρ = φ̇êφ,

d

dt
êφ = ˙̂eφ = −φ̇êρ. (8)

Beim Berechnen von Gescwindigkeiten usw. muss man also darauf achten, auch die Ableitung
der Einheitsvektoren zu berechnen.

3. Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten (2 + 1 + 2 = 5 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen in einem Kraftfeld F (r). Das Teilchen erfüllt dann die Bewegungsglei-
chung

mr̈ = F (r). (9)

(a) Schreibe Sie r(t) = ρ(t)êρ + z(t)êz und berechnen Sie ṙ und den Drehimpuls L(t). Benutzen
Sie dazu Ihre Ergebnisse aus Aufgabe 1. Für den Drehimpuls soltlen Sie folgendes Ergebnis
erhalten:

L = m
[
−zρφ̇ êρ + (zρ̇− żρ)êφ + ρ2φ̇ êz

]
(10)

(b) Drücken Sie die Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten aus, indem Sie r̈ berechnen. Drücken
Sie dazu auch die Kraft in Zylinderkoordinaten aus (F (r) = Fρêρ + Fφêφ + Fzêz). Da die Ein-
heitsvektoren linear unabhängig sind, zerfällt die Bewegungsgleichung in drei gekoppelte DGL.

(c) Zeigen Sie mittels der in b) hergeleiteten Bewegungsgleichung, dass für eine Zentralkraft

F (r) = F (|r|) r

|r|
= F (

√
ρ2 + z2)

ρêρ + zêz√
ρ2 + z2

der Drehimpuls erhalten ist, also L̇ = 0. Hinweis: Verwenden Sie zFρ − ρFz = 0.

Bemerkung: Für eine Zentralkraft lässt sich die Drehimpulserhaltung auch wesentlich einfacher
zeigen. Da F = |F |r/r folgt direkt aus der Bewegungsgleichung, dass r̈ ‖ r. Damit ist dann

L̇ = m r × r̈ ∝ r × r = 0. (11)

Da der Drehimpuls erhalten ist, kann man das Koordinatensystem bei einer Zentralkraft stets
so legen, dass L = Lêz. Aus Gleichung (10) folgt dann, dass z = ż = 0. Die Bewegung findet
dann also in der xy-Ebene statt. Mittels L = mρ2φ̇ = const. lässt sich die Winkelabhängigkeit in
der Radialgleichung (Teil der Bwegegungsgleichung ∼ êρ) eliminieren und man hat eine einfache
DGL für ρ(t). Dieses Verfahren werden Sie in der Vorlesung anwenden, um das Zweikörperproblem
(Kepler) zu lösen.
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