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1. Bahnkurven in 2D 7 Punkte

Wir betrachten einen Massenpunkt in einer Ebene, dessen Bewegung durch die folgenden
Gleichungen beschrieben wird:

z(t) = zo cos(wyt), y(t) = yo cos(wyt + ¢y) (1)

Die Bahnkurve eines solchen Massepunkts beschreibt eine sogenannte Lissajous-Figur, die
wir im Folgenden genauer betrachten wollen.

(a)

Zunichst soll die Bahnkurve fiir verschiedene Félle gezeichnet werden. Dabei ist es hilf-
reich, zuerst die Funktionen z(¢) und y(t) als Funktion von ¢ fiir mindestens einen Periode
(dh. 0 <t < max(2=, 2%)) zu skizzieren.

Tz’ Wy
[2 Punkte] Skizzieren Sie (von Hand) die Bahnkurve fiir 2o = yo = 1 und
Gleiche Frequenzen, mit

w, = w, und () 6y = /2 (i) 6, = /6
Kommensurable Frequenzen:
¢y =7/2 und (ili) wa/wy =1/2 (iv) wg/wy=1/3
[2 Punkte] Bestimmen Sie fiir die Parameter zo = yy, w, = wy und ¢, = 7/2 die

Geschwindigkeit v(t) = (v (t),vy(t)), die Beschleunigung a(t) = (a(t), ay(t)), sowie die
Léangen r(t) = |r(¢)], v(t) = |v(¢)| und a(t) = |a(t)|.

[1 Punkte] Zeichnen Sie in den Graphen aus Teilaufgabe 1a)(i), d.h. fiir die Parameter
wy = wy und ¢, = m/2, die Vektoren v(¢') und a(t’) zu einer frei gewdhlten Zeit ¢’ ein.

[2 Punkt] Eine Bahnkurve ist geschlossen, wenn ein ¢ existiert, fiir das Position r(¢) und
Geschwindigkeit v(t) wieder mit einer Anfangsposition r(t) und -geschwindigkeit v(to)
iibereinstimmen.

Frequenzen deren Verhiltnis eine rational Zahl bilden, d.h w,/w, = m/n mit m,n €
Z, werden kommensurabel genannt. Zeigen Sie (fiir beliebige o, yo und ¢,), dass die
Bahnkurve fiir kommensurable Frequenzen geschlossen ist.
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Abbildung 1: Beispiel fiir eine Lissajous-Figur mit den Parametern w,/w, = 3/5 und ¢, = 7/2.

- Bitte wenden -



2. Bahnkurve in 3D 4 Punkte
Geben ist die Bahnkurve

r cos(wt)
r(t) = | rsin(wt) mit r,w,h = const.
ht

(a) [2 Punkte] Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(t), die Beschleunigung a(¢), sowie die
Langen r(¢) = |r(t)], v(t) = |v(t)| und a(t) = |a(t)].
(b) [1 Punkt] Skizzieren Sie die Bahnkurve.
(¢) [1 Punkt] Gegeben ist der Vektor B = (0,0, B). Berechnen Sie v(¢) x B.
3. (Noch mehr) Bahnkurven 3 Punkte

Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir eine (nicht konstante) Bahnkurve r(t) an, fiir die gilt, dass

(a) [1 Punkt) %[r(t) r(t)] =0

(b) [1 Punkt] r(t) xt(t) =0
(c) [1 Punkt] r(t) x#(¢t) =0
4. Kronecker-Delta und Levi-Civita-Pseudotensor 6 Punkte

Das Kronecker-Delta ist ein Symbol, das sehr oft bei Matrix- oder Vektoroperationen An-
wendung findet. Es ist definiert durch:

1 firi=jy
bij = o
0 fiir i # j.
Mit dem Kronecker-Delta lifit sich zum Beispiel das Skalarprodukt orthonormierter (d.h.
orthogonaler und normierter) Vektoren e; als
€e; - ej = 51']'

schreiben.
Ein weiteres wichtiges Symbol ist der Levi-Civita-Pseudotensor! €;;x, auch Permutations-
symbol genannt. Es gibt an, ob eine Permutation gerade oder ungerade ist und ist definiert
als
+1 fiir ijk gerade Permutation von (1,2, 3),
€k = { —1 fiir ijk ungerade Permutation von (1,2, 3),
0  sonst (z.B.i=yj).

Damit kann man zum Beispiel das Kreuzprodukt der Basisvektoren e; schreiben als
e, Xxe; = Zeijkek.
k
In der Regel verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention, bei der implizit iiber iden-
tische Indizes summiert wird, und lassen entsprechend das Summenzeichen weg.
(a) [2 Punkte] Es kann gezeigt werden das gilt
€ijk€ilm = 0510km — Ojm Okl

Uberzeugen Sie sich durch Einsetzen einiger Indizes von der Giiltigkeit dieser Relation.

Zeigen Sie mit Hilfe dieser Relation, dass weiter gilt €;;1€;5 = 205 und €;;51€555 = 6.
(b) [1 Punkt] Zeigen Sie a- (b x ¢) = ¢;j,a;bjck.
(¢) [1 Punkt] Beweisen Sie die Identitédt a- (b xc)=b-(cxa)=c-(a x b).
(d) [2 Punkte] Beweisen Sie die “bac-cab”-Formel a x (b x ¢) =b(a-c) —c(a-b).

1Im folgenden betrachten wir nur den dreidimensionalen Fall. Die Definitionen gelten jedoch analog fiir n
Dimensionen dann mit €;; ..., .



