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1. Bahnkurven in 2D 7 Punkte

Wir betrachten einen Massenpunkt in einer Ebene, dessen Bewegung durch die folgenden Gleichungen
beschrieben wird:

x(t) = mg cos(wat), yY(t) = yocos(wyt + ¢y) (1)

Die Bahnkurve eines solchen Massepunkts beschreibt eine sogenannte Lissajous-Figur.

(a) [2 Punkte] Um die Bahnkurve zu skizzieren ist hilfreich zuerst die Funktionen z(¢) und y(t) als
Funktion von ¢ fiir mindestens einen Periode (d.h. 0 < ¢ < f—j) zu skizzieren.

Mit xg = yo = 1 findet man so fiir:
Gleiche Frequenzen

(i) wy =wy und ¢, =m/2
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(ii) wy =wy und ¢, =7/6




und fiir die kommensurable Frequenzen:
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(b) [2 Punkte] Die Geschwindigkeit des Massepunkts bestimmt man {iber die zeitliche Ableitung der

Bahnkurve und erhélt fiir zo = yo, wy = wy und ¢, = 7/2

Cdr(t) [ —zows sin(wet) ) = 2w, (2;‘;(&?3) .

t) = = .
v(t) dt (—yowz sin(wyt + ¢y)
Die Beschleunigung a(t) ist gegeben durch

Cdv(t)  d*r(t) —row? cos(wyt) B cos(wyt)
a(t) - dt - dt2 - <y0W§COS(wyt + ¢y)> = *‘Towi <_ Sin(wmt)> .

Die Linge eines Vektors b ist gegeben durch seinen Betrag (die euklidische Norm?)

b=[bl= [> 2
Damit erhilt man

r(t) = \/x% cos?(wyt) + Y3 cos?(wyt + ¢y) = \/w% [cos2(wyt) + sin®(wyt)] = |zo|.

Die Bahnkurve ist eine Kreisbahn mit konstantem Abstand r = || vom Ursprung.

v(t) = \/ 2w2 sin? (w,t) + ygw? sin?(wyt + ¢,) = \/z%wg [sin2 (wat) + cos?(wyt)] = |zows],

Der Massepunkt bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v = r|w,|. Und auch der Betrag der
Beschleunigung,

a(t) = \/ Jwid cos?(wyt) + ygwi cos?(wyt + ¢y) = \/mgwg [cos? (wyt) + sin? (wet)] = |zolw?,

ist zeitlich konstant.

lauch als Standardnorm, oder 2-Norm bezeichnet.



(¢) [1 Punkte] Z.B. zum Zeitpunkt ¢’ = 0 sind

r(0) = zo (é) v(0) = —[zows| <(1)> a(0) = ool ((1)>
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Die Richtung der Geschwindigkeit ist tangential zur Bahnkurve. (Dies muss immer der Fall sein!).
Der Impuls zeigt in Richtung des Kreismittelpunkts.

(d) [2Punkte] Eine Bahnkurve ist geschlossen, wenn ein t existiert, fiir das Position r(¢) und Geschwin-
digkeit v(t) wieder mit einer Anfangsposition r(¢y) und -geschwindigkeit v () iibereinstimmen.
Aus den Bedingungen fiir die x-Komponenten z(t;) = x(t9) und v, (¢1) = v, (to) erhdlt man

2
t1:t0+m£ m € 7,

x

cos(wyt1) = g cos(wyto)
—Zow, Sin(wyt1) = —Tow, sin(wyto)

aus den Bedingungen fiir die y-Komponenten y(t1) = y(to) und v, (t1) = vy(to) analog

cos(wyty + = Yo cos(wyto + 2
yO.(yl ¢y) = Yo (.yO by) t=totn™ nez
Yyowy sin(wyts + ¢y) = —yowy sin(wylo + By ) Wy

Damit ergibt sich
2w 2 We m
ti —tg=m— =n— — _—=
Wy Wy Wy n

Fiir Frequenzen deren Verhéltnis eine rational Zahl bilden, d.h w,/w, = m/n sind die Bahnkurven
damit geschlossen.



2. Bahnkurve in 3D 4 Punkte

Geben ist die Bahnkurve

r cos(wt)
r(t) = | rsin(wt) mit 7, w,h = const. (2)
ht

(a) [2 Punkte] In drei Dimensionen berechnen sich Geschwindigkeit v(¢) und Beschleunigung a(t)
wieder durch die Ableitungen der Bahnkurve nach der Zeit
—rw? cos(wt)

. —rw sin(wt) 2, v
v(t) = ddet) = rw C(;Ls(wt) und a(t) = ddt(;) = ddit) = [ —rw? Zin(wt) (3)

Fiir die entsprechenden Léngen erhélt man damit
r(t) = V1?2 + h%2, v(t) = Vr2w? 4+ h? und a(t) = |r|w?. (4)

(b) [1 Punkt] Die Bahnkurve ist eine Schraubenlinie
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Abbildung 1: Bahnkurve

(¢) [1 Punkt] Das Kreuzprodukt von den Vektoren Geschwindigkeit v(¢) und B = (0,0, B) ergibt

sich zu
cos(wt)
v(t) x B=rwB | sin(wt)
0

Nebenbemerkung: Die Lorentzkraft auf ein Elektron in einem statischen Magnetfeld ist gegeben
durch F = —ev x B. Bei einem Magnetfeld in z-Richtung B = Be, beschreibt das Elektron
daher gerade die durch (2) beschriebene Bahnkurve. Unsere mathematische Fingeriibung hat also

durchaus einen physikalischen Hintergrund.



3. (Noch mehr) Bahnkurven 3 Punkte

Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir eine (nicht konstante) Bahnkurve r(t) an, fiir die gilt, dass

d d
(a) —(r-r) = —r% = 0 beschreibt eine Bahnkurve mit konstantem Radius, z.B. eine Kreisbewegung
dt dt

r(t) = R[cos(wt)e, + sin(wt)e,] .

(b) r x & = 0 beschreibt eine Bahnkurve fiir die die Geschwindigkeit © (anti-)parallel zu r(¢) steht.
Dies ist zum Beispiel der Fall bei einer linearen Bewegung wie

r(t) =te, .

(c) Bei r x ¥ = 0 ist die Beschleunigung (anti-)parallel zur Bahnkurve r(¢) gerichtet. Dies gilt zum
Beispiel fiir eine lineare Bewegung

r(t) = te, .
aber auch bei einer Kreisbewegung
r(t) = Rcos(wt)e, + sin(wt)e,]
da hier gilt, dass
P(t) = —wr(t).

Die Zentripetalbeschleunigung ¥(t) zeigt zum Mittelpunkt der Kreisbewegung (Ursprung) und
hélt das Teilchen auf der Kreisbahn. Ganz allgemein gilt r x ¥ = 0 fiir die sogenannten Kepler-
bahnen eines Massepunkts in einem Zentralkraftpotential, d.h. elliptische Bahnen, Kreisbahnen,
Hyperbelbahnen und Parabelbahnen.



. Kronecker-Delta und Levi-Civita-Pseudotensor 6 Punkte

In der Regel verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention bei der implizit iiber identische Indizes
summiert wird, und lassen entsprechend das Summenzeichen weg. Zum besseren Verstandnis werden
wir bei der Losung dieser Aufgabe die Summen weitgehend ausschreiben.

(a) [2 Punkte] Es gilt
€ijk€ilm = Zeijkeilm = 0j10km — 0jmOki-

Zuerst iiberzeugen wir uns von der Giiltigkeit dieser Relation in dem wir einige Beispiele betrach-

ten:
€122€122 + €222€222 + €322€322 =0-0+0-0+0-0=10 022020 — 022020 =1 —-1=0
€123€132 + €223€232 + €323€332 = 1 - (=1) +0-04+0-0=—1 93032 — 022033 =0—1=—1
€123€123 + €223€223 + €323€303 = 1-14+0-0+0-0=1 022033 — d23030 =1—-0=1

€113€112 + €213€212 + €313€312 = 0- 04+ (—1)-04+0-(—1) =0 11032 — 011032 =0—0=10

Zeigen Sie mit Hilfe dieser Relation, dass weiter gilt €;jx€;5 = 20 und €;;,€;5 = 6.

3 3
€ijk€ijl = ZQ]I@Q]Z = Z(S]](Sk?l ]lék] = (5kl Z5jj> - (Z 6jl(5kj)
j=1 =1

= (6kl Z 1) — 0 = 0(3 — 1) = 20

j=1

€ijk€ijk = Z €ijk€ijk = Z Zezgkemk = Z 25]@]@ Z 2=6

.5,k k=1 1,5 k=1
(b) [1 Punkt] Zeigen Sie a- (b x ¢) = €;jxa;bjck.
a~(b><c):Zal(b><c Zaz<26j;ﬂb ck)

= E ijiaibjckz E eijkaibjckzeijkaibjck
ijk ijk

(c) [1 Punkt] Beweisen Sie die Identitit a- (b xc)=b-(cxa)=c-(axb).
Die Identitét folgt durch zyklisches Vertauschen der Indizes des Levi-Civita-Tensors €51, = €;xi =
€kij:

a-(bxc)= ZGijkaibjck

ijk

b- (C X a) = E ijibjckai = E qjkaibjck
ijk ijk

C: (a X b) = E ekijckaibj = E eijkaibjck
ijk ijk

(d) [2 Punkte] Beweisen Sie die “bac-cab”-Formel a x (b x ¢) =b(a-c) —c(a-b).

[ (b X C E e”kaj b X C k= E ewkeklma]blcm

jk Jjkim
= E €kij€kimA;b1Cm = g (0310m — dimdj1)a;jbicm
jklm jlm

= Zajbicj — ajbjci = bl(a . C) — ci(a . b)
J



