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1. Ableitungen von Vektoren 4 Punkte

Gegeben sind zwei zeitabhängige Vektoren a(t) =
(
a1(t), a2(t), a3(t)

)T
und

b(t) =
(
b1(t), b2(t), b3(t)

)T
.

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie mit Hilfe der Komponentendarstellung der Vektoren, dass gilt

d

dt

[
a(t) ·b(t)

]
= ȧ(t) ·b(t) +a(t) · ḃ(t) und

d

dt

[
a(t)×b(t)

]
= ȧ(t)×b(t) +a(t)× ḃ(t)

(b) [2 Punkte] Nutzen Sie diese Produktregel um zu zeigen, dass weiter gilt

(i)
d

dt
[ẋ(t) · ẋ(t)] = 2ẋ(t) · ẍ(t) (ii)

d

dt
[x(t)× ẋ(t)] = x(t)× ẍ(t)

(iii)
d

dt
|x(t)| = x(t) · ẋ(t)

|x(t)|
(iv)

d

dt

x(t)

|x(t)|
= −x(t)× [x(t)× ẋ(t)]

|x(t)|3

(c) [1 Punkt] Zeigen Sie damit: Für jeden Vektor x(t) konstanter Länge steht die Ableitung
nach der Zeit orthogonal zu x(t), d.h.: |x(t)| = c, c = const. ⇒ ẋ(t) ⊥ x(t)

2. Zylinderkoordinaten 4 Punkte

Vektoren in R3 können neben der gewohnten Darstellung in kartesischen Koordinaten
c = cxex+cyey+czez auch in anderen Koordinatensystemen dargestellt werden. Ein Beispiel
für ein krummliniges Koordinatensystem sind die Zylinderkoordinaten. Die Einheitsvektoren
sind hierbei gegeben durch

eρ(φ) = cosφ ex + sinφ ey, eφ(φ) = − sinφ ex + cosφ ey und ez = ez

und Vektoren werden dargestellt durch c = cρ(φ)eρ(φ) + cφ(φ)eφ(φ) + czez. Durch die
Abhängigkeit der Einheitsvektoren von der Koordinate φ ist das Koordinatensystem orts-
abhängig!

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Einheitsvektoren eρ, eφ und ez eine Orthonormalbasis
bilden. Zeigen sie weiter, dass die Vektoren ein rechtshändiges Koordinatensystem bilden.

(b) [1 Punkt] Gegeben sei der Punkt P mit den Koordinaten (x, y, z) = (1, 1, 1). Geben
Sie seine Koordinaten in den Zylinderkoordinaten ρ, φ, z an. Wie lauten an diesem
Punkt die Basisvektoren eρ, eφ und ez dargestellt durch die kartesischen Einheitsvek-
toren ex, ey, ez?

(c) [1 Punkt] Wie lautet die Darstellung des Ortsvektors r =
#    »

OP des Punkts P aus Teilauf-
gabe b) in Zylinderkoordinaten? Wie lautet die Darstellung des Vektors d = (1, 2, 3)T

am Ort r in Zylinderkoordinaten?

(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit eines Massepunkts v(t) = ṙ(t) in Zylin-
derkoordinaten dargestellt werden kann als:

v(t) = ṙ(t) = ρ̇eρ + φ̇ρeφ + żez

Hinweis: Beachten Sie, dass die Einheitsvektoren implizit zeitabhängig sind.

- Bitte wenden -



3. Bahnkurve in Zylinderkoordinaten 4 Punkte

Wir betrachten die Bahnkurve

r(t) =

r cos(ωt)
r sin(ωt)
vzt

 mit r, ω, vz = const.

(a) [2 Punkte] Geben Sie die Darstellung dieser Bahnkurve r(t) in Zylinderkoordinaten.

(b) [1 Punkt] Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(t) und Beschleunigung a(t) in dieser
Darstellung.

(c) [1 Punkt] Bestimmen Sie den Tangenteneinheitsvektor t(t) und den Normaleneinheits-
vektor n(t) in der Zylinderkoordinatendarstellung.

4. Kugelkoordinaten 4 Punkte

Kugelkoordinaten sind ein weiteres krummliniges Koordinatensystem. Die Einheitsvektoren
sind hierbei gegeben durch

er(θ, φ) = sin θ cosφ ex + sin θ sinφ ey + cos θ ez

eθ(θ, φ) = cos θ cosφ ex + cos θ sinφ ey − sin θ ez

eφ(φ) = − sinφ ex + cosφ ey

und Vektoren werden dargestellt durch c = cr(θ, φ)er(θ, φ) + cθ(θ, φ)eθ(θ, φ) + cφ(φ)eφ(φ).
Durch die Abhängigkeit der Einheitsvektoren von den Koordinaten θ und φ ist das Koordi-
natensystem wieder ortsabhängig!

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Einheitsvektoren er, eθ und eφ eine Orthonormalbasis
bilden. Zeigen sie weiter, dass die Vektoren ein rechtshändiges Koordinatensystem bilden.

(b) [1 Punkt] Gegeben sei der Punkt P mit den Koordinaten (x, y, z) = (1, 1,
√

2). Ge-
ben Sie seine Koordinaten in den Kugelkoordinaten r, θ, φ an. Wie lauten an diesem
Punkt die Basisvektoren er, eθ und eφ dargestellt durch die kartesischen Einheitsvekto-
ren ex, ey, ez?

(c) [1 Punkt] Wie lautet die Darstellung des Ortsvektors r =
#    »

OP des Punkts P aus Teilauf-
gabe b) in Kugelkoordinaten? Wie lautet die Darstellung des Vektors d = (1, 2, 2

√
2)T

am Ort r in Kugelkoordinaten?

(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit eines Massepunkts v(t) = ṙ(t) in Kugel-
koordinaten dargestellt werden kann als

v(t) = ṙ(t) = ṙ er + θ̇ r eθ + φ̇ r sin θ eφ

Hinweis: Beachten Sie, dass die Einheitsvektoren wieder implizit zeitabhängig sind

5. Vektorfelder 4 Punkte

Eine Funktion, die jedem Punkt eines Raumes einen Vektor zuordnet, wird Vektorfeld be-
zeichnet. Besonders bei dem Umgang mit den Feldvektoren, also ortsabhängigen Vektoren,
empfiehlt es sich die Symmetrie des Problems zu betrachten und ein geeignetes Koordina-
tensystem zu wählen.

(a) [2 Punkte] Stellen Sie den Feldvektor F(r), der in kartesischen Koordinaten gegeben ist
durch

F(r) =
α

x2 + y2

−yx
0

 ,

in Zylinderkoordinaten dar.

(b) [2 Punkte] Stellen Sie den Feldvektor F(r), der in kartesischen Koordinaten gegeben ist
durch

F(r) = − α

|r|2
r

|r|
,

in Kugelkoordinaten dar.


