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1. Ableitungen von Vektoren 4 Punkte

Gegeben sind zwei zeitabhéngige Vektoren a(t) = (a1 (t), az(t), ag(t))T und
T
b(t) = (b1(t),ba(t),b3(t)) " .
(a) [1 Punkt] Zeigen Sie mit Hilfe der Komponentendarstellung der Vektoren, dass gilt

% [a(t) - b(t)] = a(t) -b(t) +a(t)-b(t) und % [a(t) x b(t)] = &() x b(t) + a(t) x b(?)

(b) [2 Punkte] Nutzen Sie diese Produktregel um zu zeigen, dass weiter gilt

(i) %[X(t) -%(1)] = 2%(t) - X(t) (i) %[x(t) X X(t)] = x(t) x %(t)
iii 4 X x(t) - %(t) iv d x(t) — _X(t) x [x(t) x %(1)]

(c) [1 Punkt] Zeigen Sie damit: Fiir jeden Vektor x(¢) konstanter Linge steht die Ableitung
nach der Zeit orthogonal zu x(t), d.h.:  |x(¢)] =¢, ¢=const. = x(t) L x(t)

2. Zylinderkoordinaten 4 Punkte

Vektoren in R? koénnen neben der gewohnten Darstellung in kartesischen Koordinaten

Cc = cze;+cyey+c e, auch in anderen Koordinatensystemen dargestellt werden. Ein Beispiel
fiir ein krummliniges Koordinatensystem sind die Zylinderkoordinaten. Die Einheitsvektoren
sind hierbei gegeben durch

e,(¢) =cospe, +singe,, e4(p) = —singe, +cospe, und e,=e,

und Vektoren werden dargestellt durch ¢ = c,(¢)e,(¢) + co(d)eg(¢) + c.e.. Durch die
Abhéngigkeit der Einheitsvektoren von der Koordinate ¢ ist das Koordinatensystem orts-
abhéngig!

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Einheitsvektoren e,,es und e, eine Orthonormalbasis
bilden. Zeigen sie weiter, dass die Vektoren ein rechtshidndiges Koordinatensystem bilden.

(b) [1 Punkt] Gegeben sei der Punkt P mit den Koordinaten (z,y,z) = (1,1,1). Geben
Sie seine Koordinaten in den Zylinderkoordinaten p, ¢,z an. Wie lauten an diesem
Punkt die Basisvektoren e,,eqs und e, dargestellt durch die kartesischen Einheitsvek-
toren ez, ey, e,?

(¢) [1 Punkt] Wie lautet die Darstellung des Ortsvektors r = OP des Punkts P aus Teilauf-
gabe b) in Zylinderkoordinaten? Wie lautet die Darstellung des Vektors d = (1,2,3)7
am Ort r in Zylinderkoordinaten?

(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit eines Massepunkts v(t) = #(¢) in Zylin-
derkoordinaten dargestellt werden kann als:

v(t) = £(t) = pe, + dpes + Ze.

Hinweis: Beachten Sie, dass die Einheitsvektoren implizit zeitabhdngig sind.

- Bitte wenden -



3. Bahnkurve in Zylinderkoordinaten 4 Punkte
Wir betrachten die Bahnkurve

r cos(wt)
r(t) = | rsin(wt) mit r,w,v, = const.
v,t

(a) [2 Punkte] Geben Sie die Darstellung dieser Bahnkurve r(t) in Zylinderkoordinaten.
(b) [1 Punkt] Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(¢) und Beschleunigung a(t) in dieser
Darstellung.

(¢) [1 Punkt] Bestimmen Sie den Tangenteneinheitsvektor t(¢) und den Normaleneinheits-
vektor n(t) in der Zylinderkoordinatendarstellung.

4. Kugelkoordinaten 4 Punkte

Kugelkoordinaten sind ein weiteres krummliniges Koordinatensystem. Die Einheitsvektoren
sind hierbei gegeben durch

e (0,¢) =sinfcospe, +sinfsingpe, + cosbe,
eg(0,¢) = cosfcospe, +cosfsingpe, —sinfe,

es(p) = —singe, +cospe,

und Vektoren werden dargestellt durch ¢ = ¢, (0, ¢)e, (0, ¢) + co(0, d)ea (6, @) + co(P)es(@).
Durch die Abhéngigkeit der Einheitsvektoren von den Koordinaten 6 und ¢ ist das Koordi-
natensystem wieder ortsabhingig!

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Einheitsvektoren e,,eg und e4 eine Orthonormalbasis
bilden. Zeigen sie weiter, dass die Vektoren ein rechtshiandiges Koordinatensystem bilden.

(b) [I Punkt] Gegeben sei der Punkt P mit den Koordinaten (z,y,z2) = (1,1,v/2). Ge-
ben Sie seine Koordinaten in den Kugelkoordinaten r,0,¢ an. Wie lauten an diesem
Punkt die Basisvektoren e,,es und e, dargestellt durch die kartesischen Einheitsvekto-
ren e;, ey, e,?

(¢) [1 Punkt] Wie lautet die Darstellung des Ortsvektors r = OP des Punkts P aus Teilauf-
gabe b) in Kugelkoordinaten? Wie lautet die Darstellung des Vektors d = (1,2,2v/2)7
am Ort r in Kugelkoordinaten?

(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit eines Massepunkts v(t) = ¢(¢) in Kugel-
koordinaten dargestellt werden kann als

v(t) = i(t) :fer+9.7’ee +Q5Tsinﬂe¢

Hinweis: Beachten Sie, dass die Finheitsvektoren wieder implizit zeitabhdngig sind

5. Vektorfelder 4 Punkte

Eine Funktion, die jedem Punkt eines Raumes einen Vektor zuordnet, wird Vektorfeld be-
zeichnet. Besonders bei dem Umgang mit den Feldvektoren, also ortsabhéngigen Vektoren,
empfiehlt es sich die Symmetrie des Problems zu betrachten und ein geeignetes Koordina-
tensystem zu wéhlen.

(a) [2 Punkte] Stellen Sie den Feldvektor F(r), der in kartesischen Koordinaten gegeben ist
durch

o -y

2 + 92

F(r) =

in Zylinderkoordinaten dar.

(b) [2 Punkte] Stellen Sie den Feldvektor F(r), der in kartesischen Koordinaten gegeben ist
durch

[0 r
Fr)= -2 %
&) =~

in Kugelkoordinaten dar.



