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1. Ableitungen von Vektoren 4 Punkte

Gegeben sind zwei zeitabhéngige Vektoren a(t) = (a1 (t), az(t), ag(t))T und
T
b(t) = (bi(t), b2(t), b3(t)) " -
(a) [1 Punkt] Mit der Komponentendarstellung der Vektoren soll gezeigt werden, dass gilt

% [a(t)-b(t)] = a(t)-b(t) +a(t)-b(t) und % [a(t) x b(t)] = a(t) x b(t) +a(t) x b(t)

Wir nutzen die Darstellung(

a(t) - b(t) = a;(O)bi(t) und a(t) x b(t) = e;pa:(£)b; (t)ex

Damit erhalten wir

(b) [2 Punkte] Die Produktregel soll genutzt werden um zu zeigen, dass weiter gilt

() SE)-x(0)] = 2%(0)-%() () Sh(0) < x(0)] = x(1) % X(1)

@
od o x() k() oA x() | x(t) x [x(t) x x(0)]
i) GO = =) W GxO " =P

Die ersten beiden Relationen lassen sich direkt durch Anwenden der Produktregel zeigen

(i) %[xa) % (t)] = %(t) - %(t) +x(t) - k() = 2%(t) - (1)
(ii) %[x(t) x x(t)] = %(t) x %x(t) +x(t) x %(t) = x(t) x %X(¢)
=0

Fiir die letzten beiden Relationen muss man noch die Kettenregel bzw. “bac-cab”-Formel

verwenden
(i) ()] = & x(0) ()] = ;W 2x(t) - (1) = W
d x(t) 1 d 1 1 -1 d
W o] = e T Gl e T kp @)
() x() x() () k() [x(t) - x(®)]  x(0) - () - % (1)
xO] ~ x@OF  x(@)] FOE x()P
baccab _ X X [x(t) X X()]

[x(6)F?

(c) [1 Punkt] Damit ldsst sich direkt zeigen: Fiir jeden Vektor x(¢) konstanter Linge steht
die Ableitung nach der Zeit orthogonal zu x(t), d.h.:  |x(¢)] = ¢, ¢ = const. =
x(t) L x(t)



2. Zylinderkoordinaten 4 Punkte
Die Einheitsvektoren der Zylinderkoordinaten sind gegeben durch

e,(¢) =cospe, +sing ey, ey(¢p) = —singe, +cosp e, und e, =e,.

Durch die Abhéngigkeit der Einheitsvektoren von der Koordinate ¢ ist das Koordinatensy-
stem ortsabhéingig!

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Einheitsvektoren e,, e, und e, eine Orthonormalbasis

bilden.
e, €y =cosp(—sing)+sinpcosp=0 e, - e, =0 es-e,=0
e, e, =cos’pel +sin’pel =1 ey ey =sin’gel +cos’pe, =1 e.-e =1

Zeigen sie weiter, dass die Vektoren ein rechtshédndiges Koordinatensystem bilden.

e, X ey = (singbey) X (— sinqﬁex) + (cosqﬁem) X (cosgbey) = sin® ge, + cos’ pe, = e,

Alternativ

e,- (e¢ X ez) = (cosgbex + sin¢ey) . (sin¢ey + cos¢ex) =sin® ¢ + cos? ¢ = +1

(b) [1 Punkt] Die Koordinaten des Punkts P mit den Koordinaten (z,y,z) = (1,1,1) soll

in den Zylinderkoordinaten p, ¢, z angegeben werden und Darstellung der Basisvektoren

ey, e, und e, an diesem Punkt gefunden werden.

Losung;:

1

x ™
=z +y2 =2 = arccos(f) = arccos(—) = — z=z=1
p=y Yy ¢ p 7 1

e, = cos(z) e, + sin(z) e, = i(ew +ey)

4 4 N
1
ey = —sin(g) e, + cos(%) e, = ﬁ(_ e, + ey)
e, = e,

(¢) [1 Punkt] Wie lautet die Darstellung des Ortsvektors r = OP des Punkts P aus Tei-
laufgabe b) in Zylinderkoordinaten?

r=pe,+ze, = \/ﬁep—i— e,
Wie lautet die Darstellung des Vektors d = (1,2,3)7 am Ort r in Zylinderkoordinaten?

d, cos¢p sing 0 1 1 1 1 0 1 3/v2
dp| = | —sing cos¢p 0 2l=—(-1 1 0 2 =|(Yv2
d, 0 0 1 3 V2 0 0 v2/ \3 3

3 1
—e,+—=e4+3e
VoA
(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit eines Massepunkts v(t) = #(¢) in Zylin-
derkoordinaten dargestellt werden kann als:

v(t) = £(t) = pe, + dpey + te.

d:

Moglichkeit 1:

d
r(t) =1(t) = &(pCOS(bew + psinge, + ze.)
= pcospe, ergiﬁ(fsingb)e_qc + psinge, +pgz'5cos¢ey +ze,

= p(cospe, —&—sin(ﬁey)—&—p(b(—sin(bez +cospey)+ie, =pe, —|—p¢3e¢ +ze,

€, €y

Moglichkeit 2:

) d
P(t) = a(pep +ze;)
=pe,+pe,+zie,=pe,+ pp(—sinpe, +cospey) + e, =pe, —&—pgﬁe(z, +zZe,



3. Bahnkurve in Zylinderkoordinaten 4 Punkte
Wir betrachten die Bahnkurve

r cos(wt)
r(t) = | rsin(wt) mit r,w, v, = const.
v,t

(a) [2 Punkte] Geben Sie die Darstellung dieser Bahnkurve r(t) in Zylinderkoordinaten.

r cos(wt) pcos(@)
rsin(wt) | = | psin(@) | = p=r, ¢o=wt+n2wr, z=u,t
v,t z

r(t) =re,+v.te,
(b) [1 Punkt] Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(¢) und Beschleunigung a(t) in dieser
Darstellung. .
v(t)=1(t) =pe, + ppes+ie, =wreg+v. e,
a(t) = (p— $°p) e, + (dp+20p) ey + e, = —w’re,
(c) [1 Punkt] Bestimmen Sie den Tangenteneinheitsvektor t(¢) und den Normaleneinheits-
vektor n(t) in der Zylinderkoordinatendarstellung.

6() = v(t) wres+u.e,
lv(t)] Vw?r2 + o2
dt wr . —wr . —w?r
= — = €y = de, = €p
dt  \Jw?r? 402 Vw?r2 + 02 Vw?r2 + 02
t(t)
n(t) = —-=—
[£(2)] g
4. Kugelkoordinaten 4 Punkte

Kugelkoordinaten sind ein weiteres krummliniges Koordinatensystem. Die Einheitsvektoren
sind hierbei gegeben durch

e,(0,¢) =sinfcospe, +sinfsingpe, + cosfe,
ep(0,¢) = cosfcosgpe, +cosfsinge, —sinfe,
es(p) = —singe, +cospe,

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Einheitsvektoren e,,eg und es eine Orthonormalbasis

bilden.
e, - €9 = sinfcosf cos® ¢ + sinf cosfsin® ¢ — sinf cosf = 0
e, es = —sinfcos¢psing +sinfsingcosp =0
ep- ey = —cost cos ¢sin ¢ + cosfsingpcosp =0

e, - e, =sin? 0 cos® ¢+ sin® Osin’® ¢ + cos? @ = sin® 0 + cos? 0 = 1
ey - ep = cos® 0 cos® ¢+ cos? Osin® ¢ + sin? @ = cos® 0 +sin? 6 = 1
es- ey =sin’¢+cos’¢ =1
Zeigen sie weiter, dass die Vektoren ein rechtshédndiges Koordinatensystem bilden.
e, X ey =sinfcos¢cosfsingpe, —sinfsingcosfcospe,
—sinfsin¢gsinfe, — cosfcosfsinpe,
— sin 6 cos ¢(—sin ) e, + cos O cos b cos p e,
= — e,(sin® @ sin ¢ + cos® O sin @) + e, (sin® § cos ¢ + cos  cos B)
= —singe, +cospe, = ey
oder kiirzer
ep X e4 =cosbfcospcospe, + cosfsingsingpe, +sinfsingpe, +sinfcospe,

=cosfle, +sinfsinge, +sinfcospe, = e,



(b) [1 Punkt] Gegeben sei der Punkt P mit den Koordinaten (z,y,z) = (1,1,v2). Geben
Sie seine Koordinaten in den Kugelkoordinaten r, 0, ¢ an.

1 2
r=va+y?+22=2 (x> 0) Hgb:arctan(I) = % Gzarccos(g) = %
Wie lauten an diesem Punkt die Basisvektoren e;, es und e4 dargestellt durch die kar-

tesischen Einheitsvektoren e, ey, e.?

cos(m/4) = sin(w/4) = v/2/2

v2

e, +

1 1 1 1 1 1 V2
v e,
2

eT:§eI+§ey+ﬁez, e‘g:iem—&-iey—ﬁez ey = —

(c) [1 Punkt] Wie lautet die Darstellung des Ortsvektors r = OP des Punkts P aus Tei-
laufgabe b) in Kugelkoordinaten?

r=re.=2e,

Wie lautet die Darstellung des Vektors d = (1,2,2v/2)” am Ort r in Kugelkoordinaten?

d, cos¢psinf singsinf  cos6 1 1 1 1 V2 1 /2
dg | = | cosgpcosh singpcosf —sinf 2 =3 1 1 —V2 2 = | -1
dy —sin ¢ cos ¢ 0 2v/2 V2 V2 0 2v/2 1/v2

Gl T Lo
T2 2T R
(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit eines Massepunkts v(t) = (¢) in Kugel-
koordinaten dargestellt werden kann als

v(t)=1(t) =7e, +0rey+ ¢rsinfe,

r(t) =re.+reé,
=re,+ ré(cos@cosgbex +cosfsingpe, —sinfe;) + r(;.S(— sinfsin g e, +sinf cospey)

=re, +0reg+ d)r sinf ey



5. Vektorfelder 4 Punkte

Eine Funktion, die jedem Punkt eines Raumes einen Vektor zuordnet, wird Vektorfeld be-
zeichnet. Besonders bei dem Umgang mit den Feldvektoren, also ortsabhéngigen Vektoren,
empfiehlt es sich die Symmetrie des Problems zu betrachten und ein geeignetes Koordina-
tensystem zu wéhlen.

(a) [2 Punkte] Stellen Sie den Feldvektor F(r), der in kartesischen Koordinaten gegeben ist
durch

o -y

Fr)= ——
)= 7

in Zylinderkoordinaten dar. mit p = /22 + 32

F,.(r) = Fy(r)cos ¢ + Fy(r)sing = %(— sin ¢ cos ¢) + %(sinq&cos ¢) =0,
Fy = —sin¢F, + cos pF, = %(sin2 ¢+ cos? ¢) = % und F, =
o
F(r)=—e
(¥)=es
(b) [2 Punkte] Stellen Sie den Feldvektor F(r), der in kartesischen Koordinaten gegeben ist
durch o r
F(r) = —— —,

[r[? Jr]

in Kugelkoordinaten dar.
Mit 7 = /22 + y2 + 22

F,(r) = cos ¢ sin OF,(r) + sin ¢ sin F(r) + cos OF.(r)

= —% (sin2 0 cos® ¢ + sin® ¢ sin” 0 + cos? 9) S
r

Fy(r) = cos ¢ cos F,(r) + sin ¢ cos F,(r) — sin 0F,(r)

r2

= —%(—sinqﬁcosquinH+sin¢cos¢sin9) =0
r

Fy(r) = —sin ¢ F,(r) 4 cos ¢F(r) = —% cos fsin f(cos® ¢ +sin® ¢ — 1) =0
r

Damit ergibt sich fiir die Feldvektoren in Kugelkoordinaten

Dieses Ergebnis hédtte man auch direkt ablesen kénnen, setzt man den Ortsvektor in
Kugelkoordinaten r = r e, in die Ausgangsgleichung ein.



