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1. Hyperbelfunktionen 5 Punkte

(a) Zeigen Sie mit Hilfe dieser Definitionen folgende Identitéiten:
e cosh?(z) — sinh?(z) = 1

ngc + 2 + 6—29: 62;8 ) + 6—236

cosh?(z) — sinh?(z) = 1 — 1 =1
. d sinh(z) = cosh(z) und 4 cosh(x) = sinh(z)
dz B dz B
d e’ —(—e™")
P sinh(z) = 5 = cosh(x),
et (=e?)
e cos(x) = 5 = sinh(z),

e Zeigen Sie weiter, dass sich die Umkehrfunktion Areasinus Hyperbolicus (Arsinh)
wie folgt berechnen ldsst:

Arsinh(y n(y+ vVy?+1

d.h., falls y = sinh(z), dann ist x = In(y + \/y> + 1).

n(y+vy?+1 {smh x) + \/sinh®(z) + 1} = In [sinh(z) + cosh(z)] = In(e*) = =

(b) [3 Punkte] Es soll durch Integration gezeigt werden, dass

/\/ax2—|—2bx—|—cdx— Arsmh( az 5 >+ax+b\/ax2+2ba:+c, (1)

vac — b2 2a
mit @ > 0 und ac — b > 0.

20

(i) Gesucht wird eine Substitution der Form y = x — xg, so dass
2 2,2
ax® +2bx +c=a(y” + y5) - (2)
Dazu setzen wir y =  — x in (2) ein
az? 4 2bz + ¢ = ax® — 2axxo + axg +ya

und erhalten durch Koeffizientenvergleich g = —b/a und yg = Vac — b?/a.
(ii) Mit dieser Substitution in (1)

/\/ax2+2bﬂc+cdx: \/E/ dy\/m
sind wir noch nicht ganz am Ziel. Jetzt wird erneut substituiert

y = yo sinh(¢), dy = yo cosh(¢)d¢

und wir erhalten

Va [[dyfur 448 = va [ \igsin () + 48 o coshi(0) do = va [ o cosh o ds



Dieses Integral ist gegeben durch
1
/cosh2 (t)dt = i[t + cosh(t) sinh(?)]
wie sich durch Differenzieren der rechten Seiten zeigen 148t:

d1 . 1 . 12 2 _ 2
55[15 + cosh(t) sinh(¢)] = 5[1 + sinh*(¢) + cosh®(¢)] = cosh(¢).

(iii) Damit erhalten wir

/ Vax? 4+ 2bx + cdx = %yé [¢ + cosh(¢) sinh(¢)] = ?y% {Arsinh(g) + Ly y—Q

Yo Yo Yo

ca — b? . axr+b ar+0b
= WArsmhm + 50 vVaz? + 2bx + ¢,

wobei wir zuerst ¢ = Arsinh(y/yo), und danach y = x — 2y und die Konstanten yq
und xg eingesetzt haben.

2. Kinematik in Polarkoordinaten 4 Punkte

(a) [1 Punkt]
§t) = a > plt) = at + po

und

o(t) =b— () = bt + o
Somit bekommen wir zusammen mit der Anfangsbedingung r(0) = 0:
r(t) =p(t)e, = ate,
[ToDO:Skizze: Eine Spirale]
(b) e [1 Punkt]

dr(t . .
d(t ) = p(t)e, +p(t)d(t) ey = ae, +atbey
e [1 Punkt]
d?r(t . . . ..
dt(2 ) =(p— P¢2> e, + (209 + po) €y = —ab’t e, +2abey

e [1 Punkt] Fiir die Flichengeschwindigkeit gilt
dF = %|r(t) x r(t + db)| = %|r(t) x [e(t) + £(£) df]| = %|r(t) « F(1)] dt
= loe, x (e, + pdey)|dr
= JpPde.ldt = N dr
:%fﬁ@ﬁ

drFr 1
Es folgt also die Flichengeschwindigkeit e §a2|b|t2.

3. Schriger Wurf 11 Punkte
(a) [1 Punkt] Es handelt sich hierbei um die Grundaufgabe der Kinematik Typ 3, d.h. Die
Beschleunigung ist als Funktion des Ortes und als Funktion der Zeit gegeben. Gesucht
ist hier die Geschwindigkeit und die Bahnkurve. Aus a(t) = —ge, folgt
v(t) = —gte, + Vo
=wpcosae, + [—gt +vgsinal e,
Der Ortsvektor folgt durch das Integrieren von der Geschwindigkeit:

gt? :
r(t) = votcosae, + [—7 + vpt sma} ey



(b) [2 Punkte] Die Wurfhohe ist h = y(ts) + x(ts) tan 3, wobei ¢, die ,Steigzeit® ist. Um
diese zu ermitteln miissen wir ¢(t) + 2(t) tan 8 = 0 setzen. Es gilt
y+atanB =0
= yosina — gt +vgcosatanf =0
=ts = % [sin a + cos o tan ]
g

Diese Zeit wird bendétigt um die maximale Hohe zu erreichen. Diese Hohe als Funktion
des Wurfwinkels « lautet

1
h(a) = — igti + vg sin(@)ts + v cos(a)ts tan(S)

2 2 2
) ) )
=— 2 (cosatan B + sina 2+—Osino< cosatan 8 + sina) + -2 cos atan 8 (cos v tan B + sin a
2
g g g

2 2
=% (cosatan 8 + sin ) (cos atan 5 + sin o) — ;}—0 (cosavtan 8 + sina)?
g
'U% 2 U(Q) 2
=— (cosatan § + sin«a)” — o (cosatan 8 + sin )
g g

2
v
=" (cosatan B + sina
29

)2 = v (cos asin 8 + sin a cos 8)°
2 cos2f3

vg sin?(a + )

29 cos?f3

(¢) [2 Punkte] Bevor wir den Auftreffspunkt x,, berechnen, muss die Auftreffszeit t,, bekannt
sein. Auftreffszeit ist wenn h = 0 ist also y(ty )+ (ty) tan(8) = 0. Diese Gleichung liefert

0 =wp sin(a)ty, — %tfu + vg cos(a)ty, tan(B) |- ty! dat, #0
9 90 s .
(2% == (sina + cosatan ) = 2vo sinacos § + cosasin 3
g g cos 3

_ 2vg sin(a + )

g cosf

Die Wurfweite ist nun )
2u§ cosar
Ty(a) = 70@ sin(a + B)

(d) [2 Punkte] Um daraus die maximale Wurfweite zu gewinnen miissen wir den richtigen
Wurfwinkel finden. Dieser ldsst sich durch die Nullstelle der Ableitung finden:

day,(a)
“Pwi® L
do

— 21}8 . . . _ 21}3 COS(20[—|—5)
T gcosf cos(a) cos(a + 3) — sin(a) sin(a + 3) | = S
cos(a+[a+p8])

SchlieBlich folgt, dass cos(2a + f3) = 0 also

T T ﬁ
2 = — = _ —_ — =,
a+p 5 a=7-3
Die maximale Wurfweite ist nun:
o 21}(2) 1 e 6 . T B
Tw,max — 7COSB COS(Z — 5) SIH(Z + 5)
=%[sm(2%)+sin(2§)]
2
vy 1 .
= — 1
g cosf [1+ sin ]
2
1
= 2 [ + tan 3] .
g Lcosp



(e) [2 Punkte] Die bis zum Zeitpunkt ¢, zuriickgelegte Bogenlinge ist

tw
o, = / v(t)dt
0

mit tW = 2% Sin(a) fiir /8 = 0 und
[v(t)] = Vo?(t) + &2(t)
= \/[*gt + vo sin(a)]? + v cos?(a)

= \/th2 — 2upg sin(a)t + v .

Dies in der Bogenlédnge eingesetzt ergibt

tw
St, = / \/g2t2 — 2uggsin(a)t + v3dt,
0
Dieses Integral hat die selbe Form wie die aus der Aufgabe 1(b) mit den Koeffizienten
a=g%, b = —gvg sin(«) und c= vg .

Desweiteren gilt ac—b? = g?v3 cos?(a) > 0. Somit kann das Integral aus 1(b) angewendet
werden und

2 2 +_ . t_ . taw
St = MArsinh gt — vosin(e) LT sin(a) \/th2 — 2gvo sin(a)t + v
w 2g v cos(a 2g 0
2 a2 2 2 (02 2
= {%COS(a)Arsinh(tan ) + 2 sin(a)} - {UOCOS(O{)Arsinh(tan a) — % sin(a)}
29 29 29 29
2 02 2
= MArSinh(tan ) + % sin(a)
g g
02
= 2 [cos?(a)Arsinh(tan o) + sin(a)]
g

(f) [2 Punkte] Fiir kleine Winkel gilt

2 2
) 20,
s, ~ (a4 a)= Lo
g g
wahrend ) )
20, 2v,
Ty~ —21.a=""Lq v

Dagegen fiir oo = 3:

wéahrend



