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1. Bewegung in einem rotierenden Bezugssystem 7 Punkte

(a) [2 Punkte] Nach der Zeichnung gilt
r=Re,+r
wobei R der Erdradius ist. Exakt gilt die Bewegungsgleichung

d? d
= —goe. —wx wx (Re, +1)]| = 2w x =

dt’
Wir vernachlédssigen die r-Abhéngigkeit der Zentrifugalkraft,
—w X [wx (Re,+r)]~ —w X (wx Re,)

Wegen w = (w,0,0) gilt
—w x (wx Re,) =w’Re, .
Damit bekommen wir die Differentialgleichung
d?r(t)
de?

dr(t
= (—go+w?R)e, — 2w x %.

(b) [1 Punkt] Ohne die Corioliskraft vereinfacht sich die Bewegungsgleichung zu
d2r0(t)
de?
und wir erhalten mit geeigneten Anfangsbedingungen
1

1
ro(t) = —§(go —wR)t’e, = —§geﬁt2 e,.

(¢) [2 Punkt] Wir gehen mit dem Ansatz r(t) = ro(t) + u(t) in die Differentialgleichung,

d?r(t) dr(t)
dt? dt

= (_QO + WZR) eZ )

:geffez_wa

und bekommen wegen
d21‘0 (t)
de?

= —Jeff €2

als verleibende Gleichung

d?u(t) dr(t)
= -2 .
ar Y T
Integration iiber ¢ zusammen mit u(0) = a(¢) = 0 und r(0) = 0 liefert dann die Differn-
tialgleichung 1. Ordnung,

du(t)
dt
(d) [2 Punkte] Fiir kleine Abweichungen vom Lot, d.h. fiir |u(t)| < |ro(t)| kénnen wir r(t)
durch ry(t) ersetzen und bekommen als Bewegungsgleichung

= —2w x r(t) = —2w x [ro(t) +u(t)].

du(t
di ) = 2w xryt) =w X (geff t2 ez) =g t’w X e,
mit der Losung
u(t) = ge?ﬂt?’w X e, = —g:ef wte, .



2. Senkrechter Fall iiber einer rotierenden Scheibe 5 Punkte

()

[2 Punkte] Im Allgemein gilt:
Der Ortsvektor r in Zylinderkoordinaten lautet

v’ =pe, +zel, (1)
die Geschwindigkeit 1 in Zylinderkoordinaten lautet
' = pel, +ppel, + i€, (2)
und die Beschleunigung in Zylinderkoordinaten lautet
¥ = (5 — pd?) €, + (206 + pd) e, + el (3)

Desweiteren gilt fiir die Beschleunigung eines Teilchens der Masse m an der Stelle r(¢) in
einem Nicht-Inertialsystem, das mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w um den
Ursprung rotiert
F
P=—-2wxt —wxwxr). (4)
m

Gleichsetzen von Gl. (3) und Gl. (4) erhalten wir (ohne die Striche mit zu nehmen)

(5= pd®) e, + (200 + pod)es + Fe. = — = xf—wx (wxr)

1) und (2 ) : .
(1) und (2) —ge, —2we, x (pe, +ppes+ie,) —w’e, x [e, x (pe, + ze,)]
=—ge, —2wpey + 2wp¢ep + w2pep
wobei wir die Relationen e, x e, = e; und e, x es = —e, benutzt haben.

[3 Punkte] Betrachten wir nun die Komponenten fiir die drei Basisvektoren einzeln,
erhalten wir die drei Differentialgleichungen

e,: p—pd® =2wop +w’p
o 2t pd=—2wp
e, : Z=—g

Zuerst 16sen wir die e.-Gleichung um den Zeitpunkt fiir den Aufprall zu bestimmen.

2(0)=h, 2(0)=0 = z(t)=h— lgt2

2
Aufprall auf Platte bei 2(T) = 0 liefert T' = %. Nun multiplizieren wir die eg-
Gleichung mit p:
20+ 1 = ~2wpp & S (12d) = L (—wp?)
dt dt

Integration liefert ) ]
p°p +wp® =const =0, da #(0) = —w
oder _
p=—ws o(t) = —wt+ .

Das Vorzeichen vor w kommt dadurch zustande, dass das Teilchen anfangs in Ruhe
ist, jedoch nur in Bezug auf ein nicht rotierendes Koordinatensystem. Daher gilt im
rotierenden zylindischen Koordinatensystem ¢ = —w. Einsetzen des Ergebnisses in die
e,-Gleichung gibt uns

p=0.
Mit den Anfangsbedingungen p(0) = R, p(0) = 0 erhalten wir als Lésung

pt)=R.
Damit ist der Ort des Aufpralls

p(T) =R, ¢(T)=¢o—w\/?.



3. Elementarsitze der Vektoralgebra [6 x 0.5 Punkte]

Bemerkung: ¢ und f sind zweimal stetig partiell differenzierbar, d.h. es gilt 0;0,¢ = 0;0;¢
und al'ajfk = 8331]%

. 1
(i) rot grad ¢ = €51 €;0;(0k®) = €ijk € 5(3301@ + 0k0;)p =0
ti trisch
antisymm. Symmetrisc

oaer 1
S8 2 (€030 + cins0;00)9

1
= §(Eijk3jak — Eijkajak)(f) = 0

(ll) div rot f = 81(V X f)z = 8z‘6ijk8jfk
1
= €k 5(31‘(% +0;0;)fr =0
—~— 2 ————

antisymm. symmetrisch
(iii) div grad ¢ = 0;(9;¢) = 92¢ = A¢

(iV) rot rot f = €ijk€kim eiajalfm
= (010jm — 0im051)05 0 fm €
= 0;0;f;ei — 0;0; fie;
=0i€,0;f; —0;0; fie
M~ N ~—
grad div f f
= grad div f — Af

) divef = 0;(¢fi) = (0id) fi + ¢0i fi = grad ¢ - £ + ¢ div f
(Vl) rot (gf)f) = €ijk ezaj(qﬁf)k

= €iji €i(0;0) fr. + d€iji €0 fr
=grad ¢ x f + ¢ rot f



4. Wegintegrale und Stoke’scher Satz [5 Punkte]

(a) [4 x 1 Punkt] Gegeben sind die beiden Krifte

1 1

Fl(r) = m(l‘,y) und FQ(I‘) = m

(7y7 SC)

(i) Fiir Cq und j = 1:
Dieser Weg kann stiickweise parametrisiert werden ry(t) = (1,¢) und ro(t) = (¢,1)
mit ¢ € [1,0]. Es gilt also

1

1
/Cl Fl(l‘)dl‘—/ Fl(rl( )) (t)dt+/ Fl(rg(t))'l‘g(t)dt

0
o1
1 — (1) (1
/ 1“2 - ndr+ [ - (Lo
1 1 t
/ f/ dt =0
1412 o 1+12
(ii) Fiir Cy und j = 2:
1 1
[ Femar= [ P niwaes [ P wa
0
0,1)dt ——(—1,t) - (1,0) dt
/UWQ - O+ [ (-0
1 1 1
1+t2dt+/ 1+t2dt
o
= 2arct =
acan()’ 5

(iii) Fiir C2 und j = 1:
Entlang des zweiten Weges gilt 2% + y? = 1 also z(t) = 1 cos(t) bzw. y(t) = 1sin(t),
so dass 1(t) = (—sin(t),cos(t)), mit ¢ € [0, T].

21 . . B
/02 Fi(r)dr = /0 i(cos(t),sm(t)) - (—sin(t),cos(t))dt =0
(iv) Fir Cy und j = 2:

71 . . El
/02 Fg(r)dr:/o I(_sm(t),cos(t)).(—sm(t),cos(t))dt:/0 1=



Alternativer Losungsweg: Kartesisch, ohne Paramaterisierung;:
(i) Fiir Cy und j = 1:

1 0
/ Fi(r)dr = / Fylg=1dy + [ Fyly=1dx
C1 0 1

1 1
y x
- dy— | L dz=0
/0 1+ 42 Y /0 1+ 22

1 0
/ Fg(r)er/ Fy|z:1 dy+/ Fl’|y:1 dZC
Ci 0 1
1 1
1 -1
:/ 72dy7/ 5 dw
0o 1+y o 1+z

1
1
:2/ ——dt
0o 1+t

= 2arctan(t)

(ii) Fiir Cy und j = 2:

1 o T
|0 )
(iii) Fiir C2 und j = 1:
Entlang des zweiten Weges gilt 22 + 32 =1 also y = v1 — 22 bzw. = /1 — 2.

0 1
/ Fl(r)dr:/ gd:zc—i—/ gdy:O
Cs 11 o1
(iv) Fiir Cq und j = 2:
Entlang des zweiten Weges gilt 22 + 42 =1 also y = v/1 — 22 bzw. = /1 — 2.
0 _ 1
/ Fg(r)dr:/ y(=) d:c+/ Mdy
Cy 11 o 1
1 1
:/ \/1—x2dx+/ V1—y2dy
0 0
1
= 2/ V1—t2dt (Substituiere ¢ = sin(u) = dt = cos(u) du)
0

5 5
:2/ cos? / [1 4 cos(2u)] du
0 0

T 1 z
=3 + 3 Sln(2u)| =

us
2



(b) [1 Punkt] Im (a)-Teil haben wir gesehen, dass das Integral von Fsa iiber Cy

s

5 ergibt.
Schlieflen wir den Kreis, bekommen wir 4 x 5 = 27. Eine explizite Berechnung durch
Parametrisierung der Kurve, ergibt

27 1 . ‘ ;
fiCR(O’O))FZ(r) dr = /O 3 (~Rsin(t), Reos(t)) - (~Rsin(t), Reos(t)) dr

27
:/ 1dt =27
0

wobei die Kurve diesmal durch r(t) = (Rcost, Rsint), mit ¢ € [0, 27], parametrisiert
wurde. Das Wegintegral iiber einen geschlossenen Weg ist also ungleich Null. Somit ist
die Kraft Fs nicht konservativ und besitzt daher kein Potential U mit Fo = grad U.
Dennoch gilt die Integrabilitdtsbedingung 0, F» y — Oy F> » = 0, denn

22 4y 22 42

[rot Fa(r)]. = (930F27y(33,y) - (%Fgw(x,y) = (22 + 42)2 - (22 + y2)? =0

Dies entspricht [rot Fy(r)]. = 0, mit Fy = ﬁ(fy, z,0). Das Wegintegral laut Stokes
wiirde

/ frot Fa(r)]. df = 0,
Cr(0,0)

liefern, was suggerieren wiirde, dass die Kraft konservativ ist. Was lduft schief?

rot F = 0 ist zwar notwendig damit ein Potential existiert, aber fiir beliebige Gebiete
nicht hinreichend. Eine Bestimmung eines Potentials U iiber das Verfahren F = —grad U
wiirde versagen:

—0,U(z,y) = Foz(x,y) = ~ Ty ’
(x,y) (@.y) x? +y? y(§)2+1
x
—O U y) = Faal@y) = 575

Aus der Integration, der ersten Gleichung folgt:

U(z,y) = arctan(g) + A(y).

Man mache die Probe durch das Ableiten nach y und durch den Vergleich mit F5 ,

! x

U (z,y) = +Ay) =—Fr = *m

-z
1'2 + y2
Somit ist A’(y) = 0 und das Potential
U(z,y) = arctan(g) + const .
Y

O.B.d.A const = 0. Allerdings ist dieses Potential im Definitionsbereich der dazugehori-
gen Kraft, also in C5(0,0) = Cr(0,0)\{(0,0)}, nicht stetig, insbesondere auf der z-Achse.
Es gilt ndmlich

. T
lim arctan (f) =

+5 firx>0
y—0* Y

I fire <0,

Somit ist U(x,y) in Cx(0,0) nicht stetig und daher in C5(0,0) auch kein Potential.
Fazit: Die Integrabilitdtsbedingung ist zwar notwendig dafiir, dass eine Kraft eine kon-
servative Kraft ist, aber nicht hinreichend: Ist sie erfiillt, bedeutet dies nicht notwendiger
Weise, dass die Kraft konservativ ist, wie das Beispiel F5 gezeigt hat.

PS: In den Halbebenen H* = C5(0,0) \ {(z,y)| Fy > 0} ist U(x,y) differenzierbar und
es gilt Fo = —grad U.

PS 2: Gilt rot F = 0 in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet, so ist die Bedingung
hinreichend. F ist wegunabhéngig integrierbar und besitzt ein Potential.



