KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORETISCHE
FESTKORPERPHYSIK

Ubungen zur Klassischen Theoretischen Physik I WS 2016/17

PROF. DR. CARSTEN ROCKSTUHL Blatt 11
DR. ANDREAS POENICKE, MScC. KARIM MNASRI Abgabe: 17.01.2017
1. Runge-Lenz-Vektor 5 Punkte

Das die Losungen des Kepler-Problems geschlossene Umlaufbahnen sind ist eine Besonder-
heit des Gravitationspotentials. Schon kleine Abweichungen fiihren zu Periheldrehungen.
Diese Besonderheit des 1/r-Potentials zeigt sich durch eine weitere (weniger offensichtliche)
Erhaltungsgrofie. Fiir das Zentralpotential

@
Vir)= ——
(1) =1
ist der Runge-Lenz-Vektor definiert als
A=pxL- mozE .
r

Wie wir sehen werden sind die geschlossenen Bahnkurven eine direkte Folge der Erhaltung
des Runge-Lenz-Vektors:

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass der Runge-Lenz-Vektor A in der Bewegungsebene liegt.

Der Drehimpuls L ist erhalten und steht senkrecht zur Bewegungsebene. Da gilt

2
A-L=(pxL).L-"%

r(rx1) =0,

steht A wiederum senkrecht auf L, liegt also in der Bewegungsebene.

(b) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass wenn die Planetenbahnen minimalen bzw. maximalen Ab-
stand zur Sonne haben A parallel zu r ist. Er zeigt damit in Richtung des Perihels (oder
Aphels).

Hinweis: Fiir Extrema von r hat auch r? = r?

ein Extremum.

Wenn A parallel zu r stehen soll muss gelten A x r =0

Axr:m(fo)xr—@rxr:mL(I‘m)—mi‘(rL)

r
Fiir die Extrema gilt % =0 als auch %L: = dd—r: =r- -7 =0 und damit A xr = 0.
(¢c) [2 Punkte] Nutzen Sie die Bewegungsgleichung um zu zeigen, dass A eine Erhaltungs-

grofle ist.

Die zeitliche Anderung des Runge-Lenz-Vektors ist gegeben durch

dA | - r r-r
gszLerfomoz[;frr—?)]
Es gilt Drehimpulserhaltung, also L = 0. Wir nutzen weiter die Bewegungsgleichung
p = —;z - und erhalten so
dA o ma ., r(r-r) ma o ma, r(r-r)
TR L (rxp)—T [F— 2 | = 5 [r(r-)—1(rr)] - [F— 2 |=0

Somit zeigt der Runge-Lenz-Vektor in Richtung der grofien Halbachse und ist zeitlich kon-
stant. Woraus direkt folgt, dass die grofle Halbachse sich nicht zeitlich &ndert, also keine
Periheldrehung erfolgt.



Bonusmaterial:
Wir haben gesehen, dass Erhaltungsgréfien bei der Losung von Bewegungsgleichung hilfreich
sein konnen. Dies gilt auch fiir den Runge-Lenz-Vektor:

Legen wir die z-Achse in Richtung von A so ist A - r = Arcos ¢. Mit der Definition von A
A~r:(pr)~rfma£~r:(r><p)~Lfmar:L27mar:Arcos¢,
r

erhélt man direkt
L? _ L*/ma
moa+ Acosdp 1+ %cosq’) '

Ohne Integration oder das Losen von Differentialgleichungen.



2. Komplexe Exponentialfunktion 4 Punkte

(a) [2 Punkte] Ausgehend von der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion, zeigen Sie,
dass gilt .
€'Y =cosp +isingp.

Und damit die Euler-Identitét ei™ + 1 = 0 erfiillt ist.

) o (l@)n o0 iQn(pZn e i2n+1 (p2n+1
v — = _r . A
ng() n! = (2n)! = (2n + 1)!
_ oo (_1)n<p2n 0 i(_l)n(an—Q—l B o
_T;) (2n)! —&—nz:;) @n+ 1) = Cos@ +18siny

(Die Aufteilung der Reihe in zwei Reihen ist zuléssig, da jede Reihe fiir sich konvergiert.)

Die Euler-Identitét folgt direkt aus der Polardarstellung:
e™ +1 = cos(m) +isin(r) +1=-14+0+1=0

(b) Zeigen Sie, dass
eitp + eficp eigo _ efigo
cosp=———— und sinp=-—"—
2 24

Es gilt cos(—x) = cos(z) und sin(—z) = —sin(z), damit erhdlt man die zwei Gleichungen

€'Y =cosy +isingp

e 'Y =cosp—isiny.

Lost man diese Gleichungen nach sin ¢ bzw. cos ¢ auf, erhélt man

el 4 e ie q el — e~ie .
———— = cos und ———— =sing.
2 4 2i 4
3. Komplexe Zahlen, Eulersche Darstellung 4 Punkte

Berechnen Sie den folgenden Ausdruck und stellen Sie das Ergebnis sowohl in der Form
2z = a +ib, als auch in der Eulerdarstellung z = rel¥ dar:

—1+45i
2+ 3i

(b) [2 Punkte] (% n ?i)‘l

(a) [2 Punkte]

(a) Wir multiplizieren Z#hler und Nenner mit der komplex Konjugierten des Nenners und
erhalten so

243 (2+31)(2-3i)  4+9

(b) Bei hoheren Potenzen empfiehlt es sich eigentlich immer zuerst in die Euler-Darstellung
zu wechseln also mit z = % + @i,

3 1 3
+Z:1 — z:cosgp—l—isincpzi—&—?i - p=

> =

2| =

el

Damit ist



4. Gewdhnliche Differentialgleichungen 4 Punkte

Bestimmen Sie die linear unabhéngigen Losungen der folgenden Differentialgleichungen iiber
den Exponentialansatz z(t) = e

(a) Fiir eine Differentialgleichung 1. Ordnung gibt es nur eine linear unabhingige Losung.
Wir 16sen die Differentialgleichung

(1) + 3z(t) = 0

durch Einsetzen des Exponentialansatzes z(t) = e

d
ae“ +3eM =AM 4 3eM = (A +3)eM =0

und erhalten so die charakteristischen Gleichung
A+3=0
mit der Losung A = —3. Damit ergibt sich die linear unabhingige Losung
xi(t) =e 3,

und Gesamtlosung

x(t) = aje 3.

(b) Bei einer Differentialgleichung zweiter Ordnung suchen wir zwei linear unabhéngige

Losungen:
Z(t) +4z(t) + 3z(t) =0 DGL,
M 4+4r+3=0 charakteristische Gleichung,
A2=—-2=%1 Losungen der charakteristische Gleichung,
() =e 3, ap(t)=e " linear unabhingige Losungen,

t

e
o(t) = are™" + age” und Gesamtlosung.

(¢) &@(t) +2&(t) + z(t) = 0

Die charakteristische Gleichung A2 + 2\ + 1 = 0 hat die doppelte Nullstelle A\ = —1.
Damit ergeben Sich fiir die linear unabhéingige Losungen

ri(t) =e " und ao(t) =te ",
und somit die Gesamtlosung
z(t) = are”" + agte™".
(d) #(t) +4x(t)+5=0

Die charakteristische Gleichung A\? 4 4\ + 5 = 0 hat die Nullstellen A12 = —2=£1i. Damit
ergibt sich

z1(t) = e 2, zy(t) =e e und z(t) = aje el + age e .

Allerdings:
Sind 21 (t) und z2(t) linear unabhéngige Losungen, so sind dies auch 1 o = x1(¢) £ z2(t)
und damit

T1(t) = e ?'sint und Zy(t) = e ' cost.

Die allgemeine Losung léasst sich daher auch schreiben als

2 2

z(t) = are **sint + age >  cost.



5. Wurf mit Reibung 4 Punkte

Der senkrechte Wurf eines Massenpunktes der Masse m im Schwerefeld der Erde sei durch
folgende Bewegungsgleichung beschrieben:

wobei vz den Einfluss der Stokes’schen Reibung beschreiben soll.

Bestimmen Sie die Bahnkurve des Massepunkts unter den Anfangsbedingungen z(0) = 0
und £(0) = v, o in dem Sie die inhomogene Differentialgleichung (1) 16sen. Gehen sieht dazu
wie folgt vor:

(a) Bestimmen Sie Losung der homogenen Differentialgleichung.
Wir bringen die DGL auf die gewohnte Form
. Y.
t —z(t) =0
(1) + 4()
und erhalten als Losung der charakteristischen Gleichung A\; = 0 und Ay = —%. Damit
zn(t) = a1 + ase " mt .

(b) Finden Sie die Partikuléirlésung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung

.. Y.
t —z(t) = —
() + L) = —
sicht man in diesem einfachen Fall oder erhilt durch den Ansatz z = at + b mit
Zinhom(t) = #t

(c) Bestimmen Sie die freien Parameter aus den Anfangsbedingungen.

Die Gesamtlosung ist gegeben durch
2(t) = ay + age” " — gm,
v

aus den Anfangsbedingung erhalten wir somit aus

z(0) =a; +a2=0 und 2(0) = —ag— — =,
m
2 2
Yo,zm _ gm Vo, gm
g = ———— — =%, Q1= —02=— — +~—5=
Y Y ~y
2
Vo.M gm _ay gm
2(t) = ( 1 —emt)y— L5
0 72 o1

Verallgemeinern Sie die Losung auf den schrigen Wurf mit Reibung.

Die Differentialgleichung des schrigen Wurfs ist gegeben durch
mi(t) = —mge, — yi(t). (2)

(d) Nutzen Sie die gefundene Losung um Gl. (2) mit den Anfangsbedingungen r(0) = 0 und
r(0) = vo = vp(cosa e, +sinae,) zu losen.

In den einzelnen Koordinaten erhalten wir zwei (ungekoppelte) Differentialgleichungen

mi(t) = —vya(t)
mi(t) = —mg — y£(t)



z(t) haben wir schon zuvor berechnet:

mug sin o gn;ﬂ)(l —e_%t) _gm,
v gl

z(t) = ( 5

Fiir 2(¢t) haben wir eine homogene Differentialgleichung deren Lésung wir auch schon
berechnet haben:
z(t) = by + bge~m! .

Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir noch by = —by und by = —%vo cos o und

damit m
z(t) = —vgcosa(l — e~ m?).
v



Moglichkeit 2:
Wir fithren durch die 2(t) = v,(¢t) die Differentialgleichung auf die Differentialgleichung
erster Ordnung

0.(t) + %vz(t) =—g

zuriick.

(a)

Bestimmen Sie Losung der homogenen Differentialgleichung.

Fiir 0.(t) + Lv.(t) erhilt man als Losung der charakteristischen Gleichung Ay = —--.
Damit

v(t) = are” !

Finden Sie die Partikulédrlosung der inhomogenen Differentialgleichung.

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung

. Y
2 —v,(t) = —
0.0 + Lua(t) = —g
sieht man in diesem einfachen Fall oder erhélt durch den Ansatz v, = a die Losung

Vz,inhom (t) - #

Bestimmen Sie die freien Parameter aus den Anfangsbedingungen.
gm gm
v:(0) = a1 — o T o - a1 =00+

Die Gesamtlosung erhalten wir nun durch Integration

¢
z(t) — z(0) = / dt'v, (t') = ,alm(efﬁt -1) - gm,
0 Y Y

und nach Einsetzen von a7 und z(0) =0

Verallgemeinern Sie die Losung auf den schrigen Wurf mit Reibung.

Die Differentialgleichung des schriagen Wurfs ist gegeben durch

(d)

mi(t) = —mge, — yr(t). (3)

Nutzen Sie die gefundene Losung um Gl. (3) mit den Anfangsbedingungen r(0) = 0 und
r(0) = vo = vp(cosa e, +sinae,) zu losen.

In den einzelnen Koordinaten erhalten wir zwei (ungekoppelte) Differentialgleichungen

mig(t) = =Yg (t)
mo(t) = —mg — yv.(t)

z(t) haben wir schon zuvor berechnet:

: 2
muosine gn; J(1— ety — gm,
v v

2(t) = ( 5

Fiir «(t) haben wir eine homogene Differentialgleichung deren Losung wir auch schon
berechnet haben:
5
vy (t) = bre mt.

Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir by = vy cos o, und nach Integration

z(t) = m110 cosal —e mt).



