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1. Amplitudenmodulation [9 Punkte]

Ein Radiosender sendet ein Signal mit der Frequenz (). Die eingestrahlten Radiowellen in-
duzieren eine oszillierende Spannung Vp cos(€2t) in der Antenne. Letztere wirkt als Wech-
selspannungsquelle fiir einen LCR-Stromkreis, und das fiir den Empfianger wichtige Signal
ist die Spannung V¢ (t), die iiber dem Kondensator abfillt. L ist die Induktivitdt, C die
Kapazitat und R der Widerstand des LC R-Stromkreises.

(a) [1 Punkt] Die Differentialgleichung fiir die Ladung auf dem Kondensator des LCR-
Stromkreises,
5 Q)

LQ(t) + RQ(t) + “5 = Vocos(Q),
kann in die Form der Gleichung fiir einen getriebenen harmonischen Oszillator,
F(t) + 2vi(t) + wiz(t) = f cos()

gebracht werden. Was sind z, v, wg und f als Funktionen von R, C, L, V;, und der
Ladung @ auf dem Kondensator?
(b) [2 Punkte] In der Vorlesung wurde gezeigt, dass eine partikulére Losung dieser DGL die
Form z4(t) = |x ()] f cos(2t + «) hat, wobei
1

(@) = 2 2
Jz - 027+ (299)

ist.
Berechnen Sie die Frequenz Q, bei der |x(£2)| sein Maximum |x|max annimmt. Wie grof§
ist | X|max?
(¢) [3 Punkte] Jetzt soll die Linienbreite der Kurve |x(€2)| abgeschétzt werden.
[x ()]

Schreiben Sie dazu zunichst Tl als Funktion der Variablen u% und wlo

2
Jetzt suchen Sie eine Gleichung fiir die Frequenzen €2, », fiir die b@2)[) " _ 1 gilt.
’ |X|max 2
Q12

Erst jetzt fithren Sie die Annahme = < 1 durch. Damit ldsst sich der Ausdruck fiir =
vereinfachen, indem man eine Reihenentwicklung fiir die auftretenden Wurzelfunktionen
macht: \/lixﬁlﬂ:%l‘—k-'-, fir z < 1.

Leiten Sie einen einfachen Ausdruck fiir her, indem Sie nur Terme behalten, die
linear in wlo sind. Wie Grof ist dann die Linienbreite?

Q1,2

(d) [1 Punkt] Berechnen Sie die Amplitude Ve max der Kondensatorspannung Ve (t) = %

im Resonanzfall Q, ~ wy (unter der Annahme v < wy). Das Verhiiltnis VCTO"“‘ wird die
Verstirkung des Stromkreises genannt.

(e) [2 Punkte] Eine andere Station sendet mit einer anderen Trigerfrequenz €. Wenn der
Empfinger nach wie vor auf die erste Senderfrequenz 2 (also wg = Q) eingestellt ist, gilt
die Resonanzbedingung nicht fiir die zweite Station; folglich werden deren Signale viel
schwicher verstérkt als die in der ersten, mit Amplitude Vé’max.

. 1o . . VY o . /
Berechnen Sie das Verhéltnis der Verstdrkungsamplituden, VZY , als Funktion von %
max
. . Vo . /
und 2. Skizzieren Sie -2 als Funktion von .
Q Vo, max Q



2. Drehimpuls beim 3D harmonischen Oszillator [2 Punkte]

Gegeben Sei der dreidimensionale harmonische Oszilator mit linearer Reibung
mi = —kr —~r.

Zeigen Sie, dass hier das Drehmoment eine Funktion des Drehimpulses ist. Berechnen Sie
des weiteren den Drehimpuls als Funktion der Zeit.
3. Fourier-Transformation [5 Punkte]

In der Vorlesung wurde die Fourier-Transformation

~ *qd . o0 ~ .
o= [ SEf@ewd g = [ dkfme,
™ — 00
fiir eine integrierbare Funktion f(x) eingefiihrt.

(a) [3 Punkte] Zeigen Sie folgende Relationen fiir die Fourier-Transformationen der Funk-
tionen f;

(i) filz)=flz—a) = Fi(k) = e % F(k)
()  fol@)=flaz) = falk)=—F <k)

(i)  fa(@)=efl@) = fk)=fk-q)

wobei f die Fourier-Transformierte Funktion von f ist.

(b) [2 Punkte] Sei g nun eine mindestens n-mal stetig differenzierbare Funktion mit Fourier-
transformierter §(k). Fiir jede Ableitung g(™ gelte lim,_,+ ., g™ (x) = 0.
Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass fiir jedes n € NU {0} gilt

gul@) =gV (@) = < gla) = Gulk) = (R)"50R).

Das heifit, dass aus der Differentiation im Real-Raum eine einfache Multiplikation im
Fourier-Raum wird.

4. Partikulire L6ésung [4 Punkte]
Es gilt, eine allgemeine Formel zur Berechnung einer partikuldren Losung der Differential-
gleichung (DGL)

i+ wiz=f(t). (1)
herzuleiten.

(a) [2 Punkte] Zerlegen Sie die linke Seite von (1) in Linearfaktoren und setzen Sie

d
y(t) = (dt - iw) x(t). Sie erhalten eine inhomogene lineare DGL der ersten Ordnung

fiir y(¢). Losen Sie diese DGL durch Variation der Konstanten, d.h. durch einen Ansatz
der Form

y(t) = u(t)e @,

(b) [1 Punkt] Losen Sie die verbliebene DGL erster Ordnung fiir 2(¢) mit einem analogen
Ansatz. Sie erhalten die gesuchte allgemeine Formel durch Einsetzen des Ergebnisses von

(a).

Hinweis: Das Ergebnis lautet

t t’
Z‘(t)z/ dt/eiw(t—t’)/ dt”e_iw(tl_t//)f(t”). (2)

(¢) [1 Punkt] Verifizieren Sie die Losungsformel (2) fiir f(¢t) = at.
Hinweis: [ teMdt = s5er (At —1).



