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1. Amplitudenmodulation [9 Punkte]
(a) [1 Punkt] Die Differentialgleichung fiir die Ladung auf dem Kondensator des LCR-
Stromkreises,
.. . Q(t) B ‘
LQ(t) + RQ(t) + o = Vo cos(02t) ,

kann in die Form der Gleichung fiir einen getriebenen harmonischen Oszillator,
B(t) + 2vi(t) + wiz(t) = f cos()

gebracht werden. Was sind z, 7, wo und f als Funktionen von R, C, L, Vi und der
Ladung @ auf dem Kondensator?

Durch Substitution z(t) = Q(t) und Teilen der DGL durch L findet man

I B
,Y_QL) Wo—mu —L

(b) [2 Punkte] In der Vorlesung wurde gezeigt, dass eine partikulire Losung dieser DGL die
Form z4(t) = |x ()] f cos(2t + «) hat, wobei

1
X(2)] = —
V@ - 22 1 (290)
ist.
Berechnen Sie die Frequenz Q, bei der |x(£2)| sein Maximum |x|max annimmt. Wie grof§
ist | X|max?

[x(Q)| wird maximal, wenn der Nenner ein Minimum annimmt. Das Minimum findet
man aus

-2+ @97 =0 = af-@wh-)] -0

dQ
= Q=0, oder Q = /wi —272.

An der Stelle Q = 0 hat |x(2)| aber ein Minimum, deshalb bleibt nur , = /w2 — 2v2

als Losung iibrig. Die Losung lisst sich auch schreiben als €, = wgy/1 — 2(%0)2.
Durch Einsetzen von €2, in |x(€2)| findet man

o = () _ -
Xlmax = [X\34r)| = = .
2yvwg — 72 2’70.}0\/1—(%0)2



(c) [3 Punkte] Jetzt soll die Linienbreite der Kurve |x(£2)| abgeschétzt werden.

Schreiben Sie dazu zunéchst \I;CI(Q” als Funktion der Variablen w% und wlo Wir haben:

P Wedl-(2)] 0 wred)i- ()]

Wiae (wf = 02) 149222l (2)7] 4202
2 2
42" 1= (2)7]
B 212 2 2
@) @ @)
wobei im letzten Schritt im Zihler und Nenner durch wg geteilt wurde. Um weniger

Schreibarbeit zu haben, fithren wir jetzt die folgende Notation ein:

. = Qi
y=—, Qo= —=,

wo wo

)

und merken uns, dass ¥ < 1, wenn v < wy ist.

= 5 gilt.

|X‘max

2
Jetzt suchen wir eine Gleichung fiir die Frequenzen 2, o, fiir die (M) =1

Wir haben )
<|X(Ql,2)|> _ 4#(1 - ﬁg) _ 1
(

~ 2 - ~ -
IX|max 1-— Q%Q) + 4729%72 2
Umschreiben liefert die Bedingung:
Qf, +297,(29* —1) +1-83(1—4%) = 0.

Und damit

5232:1—2&21\/(1—2a2)2—1+8&2(1—a2)

=1-2724+ /452 — 434 =1 — 2572 £ 29/1 — 42

Erst jetzt fiihren wir die Annahme = < 1 durch. Damit lasst sich der Ausdruck fiir %
vereinfachen, indem man eine Reihenentwicklung fiir die auftretenden Wurzelfunktionen
macht: vV1+ax~1+ %x + ..., fiir x < 1. Damit bekommen wir

Qf, ~ 1427,
Daraus ergibt sich

Qo=+1£27~1%7,

wobei wir wieder eine Reihenentwicklung der Wurzelfunktion gemacht haben. Wechseln

wir wieder zu den Variablen wy, {212 und +, finden wir lec')z ~14+ wlo, und daraus folgt

91’2 ~ Wo + Y.
Die Breite der Funktion |x(Q)] ist also Ay o = 2.
(d) [1 Punkt] Die maximale Auslenkung xm.x ist gegeben durch Zmax = f|X|max = 27%0
(unter der Annahme v < wy). Die maximale Spannung V¢ ist damit gegeben durch
max V L
VC,max = Q = f 0 =

= = %00 = Vor/ ——
C " 2wl 27T N ReC
wobei wir die Substitutionen aus der Teilaufgabe (a) verwendet haben.

(e) [2 Punkte] Das Verhéltnis der Signal-Amplituden beider Stationen ist gegeben durch

VCl’,max o f . 2’7(*}0 2Wl0

Yoms g ot eamer T @) ey

wo wo
2_
V %o
wo

/ 2
Das Extremum liegt bei %0 — Y92 gy v < wy liegt es aber in guter Ndherung bei

wo

!
2~ 1.



1.0}
0.8}
0.6}
0.4
0.2}
1 2 3 4
Q,
wo

Abbildung 1: Verhéltnis der Signalamplituden fiir wlo =0.2.

2. Drehimpuls beim 3D harmonischen Oszillator [2 Punkte]

Gegeben Sei der dreidimensionale harmonische Oszilator mit linearer Reibung
my = —kr — 1.
Zeigen Sie, dass hier das Drehmoment eine Funktion des Drehimpulses ist. Berechnen Sie

des weiteren den Drehimpuls als Funktion der Zeit.

Das Drehmoment ist definiert durch M = r x F wobei F = mi = —kr — 1 ist. Somit gilt
fiir das Drehmoment

M= -~rxi=—LL,
m
mit L = mr x r.

Des weiteren gilt M = L. Somit erhalten wir eine DGL fiir den Drehimpuls

L=-"L,
m

deren Losung L(t) = L(0)e~=* ist. Der Drehimpuls wird immer kleiner und verschwindet
Aufgrund der Reibung, bis das Teilchen bei r = 0 zu Ruhe kommt.



3. Fourier-Transformation [5 Punkte]
In der Vorlesung wurde die Fourier-Transformation

f) = [ Eawet wd g = [ arfet,

— 00

fiir eine integrierbare Funktion f(z) eingefiihrt.

(a) [3 Punkte] Zeigen Sie folgende Relationen fiir die Fourier-Transformationen der Funk-
tionen f;

() A =flz—a) = filk)=e*f(k)

fi(k) :/_ g—if(x — a)e kT

substituiere 2’ =z — a,dz’ = dz

> d{,C/ —ik(z' 4« —ika ~ dx —ika’ —ika f
= [ S s e —omthe [ gt ik ).

substituiere 2’ = ax,dz’ = adx
< 1 e dJ?/ ikt
k)= — — f(a')e *a”
Ru=2 [ 51w
Fiir a > 0 kénnen wir das Integral stehen lassen wie es ist. Fiir a < 0 &ndert sich jeweils
das Vorzeichen vor co und wir miissen die Integration ,,umdrehen” was ein zusétzliches

_”

»—" erzeugt. Mit —a = |af fiir @ < 0 finden wir damit
s 1 o dCC, ik o 1 +/(k
k)= — - Neta® = —f =) .
f2( ) |Oé| ‘/_OO o f((E )e |O[‘f (Oé)

(i)  fa(e)=fl@) = fa(k)=f(k—a)
Rechnnung analog wie (i), nur Riickwérts.

(b) [2 Punkte] Sei g nun eine mindestens n-mal stetig differenzierbare Funktion mit Fourier-
transformierter §(k). Fiir jede Ableitung g(™ gelte lim, 4., g™ (x) = 0.
Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion, dass fiir jedes n € NU {0} gilt

gul@) =gV (@) = < gla) = gulk) = (K)"5R).

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

%w»:/mgwameﬂf:mm:4MWmm.

oo 2T

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € NU{0} die Relation
gn(k) = (ik)"g(k).
Induktionsschritt: n — n + 1 und partielle Integration:

. * dz _ 1 ik | 0O * dx, . =
gn+1(k) :/ %g("ﬂ)(x)e kx _ % g(”)(:lz)e Im‘_oo _/ %(—116)9(”)(90)6: kx

—00 —_—— —00
—0, da g(n) (£oc0)=0

N ik/ gﬁg“” ()™ = ikgn (k) = (k)" (k).
oo &T

Das heifit, dass aus der Differentiation im Real-Raum eine einfache Multiplikation im
Fourier-Raum wird.



4. Partikulire Lésung [4 Punkte]

Es gilt, eine allgemeine Formel zur Berechnung einer partikulédren Losung der Differential-
gleichung (DGL)

i+ wie = f(t). (1)
herzuleiten.

(a) [2 Punkte] Zerlegen Sie die linke Seite von (1) in Linearfaktoren und setzen Sie
d
y(t) = (dt - iw) x(t).

i+ wlr = f(t)

(o) (4=
(i + iw) y(t) = f(t)

Wir erhalten eine inhomogene lineare DGL der ersten Ordnung fiir y(¢)und 16sen diese
DGL durch Variation der Konstanten, d.h. durch einen Ansatz der Form

y(t) = u(t)e .
Dieser Ansatz fithrt auf

o d . .
eiwt SL iwu(t)e ™ 4 iwu(t)e ! = f(t)

dt
. odu
—iwt _ t
eS8 = 1)

t
= u(t) = / dt'e“t f(t')
und damit

) =e tut) = [ are 0 pe) @)

(b) [1 Punkt] Losen Sie die verbliebene DGL erster Ordnung fiir 2(¢) mit einem analogen
Ansatz. Sie erhalten die gesuchte allgemeine Formel durch Einsetzen des Ergebnisses von
(a). Die DGL fiir erster Ordnung z(t) 16st man dann analog

t
.’L'(t) — eiwt/ dt/e—iw(t/)y(tl)
t . ’7
= / dt'e =y (t') (3)

Einsetzen von (2) in (3) liefert

t t’
ac(t):/ dt/eiw(t—t’)/ dt//e—iw(t’—t”)f(t//). (4)

(c) [1 Punkt] Fiir f(¢) = at ist

2(t) = a/t ar {eiw(tft') /t dt//t//efiw(t'ft”)] _ a/t ar [eiw(tft')efiwt’ /t dt//t//eiwt”}
t . ’ . ’ 1 . ’ a . t . ’
— a/ dt/elw(t—t )e—lwt I:WQeMt (iwfl _ 1):| _ _ﬁelwt/ At e~ iwt (iwt’ _ 1)

a iwt lw —iwt : 1 —iwt
=——e ——e —jwt—1) — —e = —t.
w? {—wz ( ) —iw ]

Dies ist offensichtlich eine Losung von #(t) + w?z(t) = at.



