KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE WWW.TKM.KIT.EDU/LEHRE/

Klassische Theoretische Physik I WS 2018/2019

Prof. Dr. J. Schmalian Blatt 2
M. Hecker, E. Kiselev und Dr. R. Willa Losungsvorschlag
1. Polarkoordinaten (10 + 10 + 5+ 5 = 30 Punkte)

(a)

(b)

()

(d)

Da r = (z,y) lauten die Basisvektoren des Polarkoordinatensystems aufgrund der
Transformationsregeln x = rcosp, y = rsing

r = 1 = cos(g)es +sinfple, und e, = 57 = —sin(ple, + cos(ple, - (1)
12

Der Ortsvektor r(t) lautet in der Polarkoordinatenbasis
r(t) =r(t)e,, (2)

wobei r(t) = |r(t)| den Abstand der Bahnkurve zum Ursprung bezeichnet (Lénge
des Ortsvektors).

Fiir die Geschwindigkeit findet man

d
r(t) =re, + r% =re, + ai;;gb = re, + rye,, (3)

wobei wir verwendet haben dass de,./0r = 0 und Je, /0¢ = e,.
Fiir die Beschleunigung erhalten wir
7(t) = i'e, + (de,/dt)r + 7pe, + rde, + (dey/dt)ro (4)
= i'e, + 27pe, + rpe, +ro*(—e,) = (F—rd%)e, + (27 +1¢)ey.  (5)

2. Bahnkurven (10 + 5 + 10 = 25 Punkte)

(a)
(b)
(¢)

d(r -r)/dt = 2r -+ = 0: Die Bahnkurve besitzt einen konstantem Radius, z.B.
r(t) = R[cos(wt)e, + sin(wt)e,].

Die Bedingung r x 7 = 0 fordert, dass die Geschwindigkeit 7 (anti-)parallel zu r(t)
steht. Dies ist der Fall zum Beispiel bei einer linearen Bewegung wie r(t) = te;.

dir x 7)/dtr x 7 +1r x # =0 < r x # = 0, beschreibt eine Bahnkurve fiir die die

Beschleunigung (anti-)parallel zu r steht. Dies ist der Fall zum Beispiel bei einer
linearen Bewegung

r(t) = t?e, oder trivialerweise bei r(t) = te, (6)

aber auch bei einer Kreisbewegung r(t) = R[cos(wt)e, + sin(wt)e,], da hier gilt
dass 7#(t) = —w?r(t).
Ganz allgemein gilt » x # = 0 fiir die sogenannten Keplerbahnen einer Masse in
einem Zentralkraftpotential, d.h. elliptische Bahnen, Kreisbahnen, Hyperbelbahnen
und Parabelbahnen.



3. Dimensionale Analyse (10 + 10 = 20 Punkte)

Wir bezeichnen die Dimension einer physikalischen Gréfie mit: Masse m, [m] = [M],
Lénge z, [x] = [L], Geschwindigkeit v, [v] = [L]/[T], Winkelgeschwindigkeit w, [w] =
1/[T).

(a)

Die Dimension einer Beschleunigung a lautet [a] = [L]/[T]?. In unserem Fall stellen
wir also die Gleichung auf

(L] _ L)

[P (1)

[MJY[L]* . (7)

Daraus folgt offensichtlich y = 0 (keine Abhéngigkeit von der Masse), sowie x = 2.
Dann folgt aus x4z = 1 dass z = —1. Die Zentripetalbeschleunigung eines Teilchens
mit Masse m und Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit Radius r lautet also

a=Cv%/r. (8)

Hier bezeichnet C eine dimensionslose Konstante, die man nicht aus den Betrach-
tungen der Dimensionsanalyse bestimmen kann.

Mit den gegebenen physikalischen Grofien wihlen wir den Ansatz a = Cw®v¥Yr?.
Eine Dimensionsanalyse liefert [L]/[T]* = [L]Y*#/[T]**¥ und somit die Gleichungen
y+z=1und z +y = 2.

Fiir die Beschleunigung a1, die am Ursprung verschwindet erhélt man z > 0. Daraus
folgt y =1 — 2z und x = 1 + z. Somit erhalten wir eine z-abhéngige Losung:

ay = Crw' =77, 9)

Fordern wir noch zusétzlich dass die Beschleunigung nicht verschwindet fiir v = 0, so
erhalten wir eine eindeutige Losung der Form, z = 1, z = 2, y = 0, die (Zentrifugal-)
Beschleunigung a; = Cyw?r. Verwenden wir noch dass der Beschleunigungsvektor
a; in der Ebene des Karusells liegen wird und dass w entlang der Rotationsachse
zeigt, so erhalten wir das Gesetz a; = Ciw X r X w.

Fiir die Beschleunigung as, die nicht am Ursprung verschwindet (und dort auch
nicht divergiert) erhalten wir sofort eine eindeutige Losung mit z = 0, y = 1 und
x = 1, die (Coriolis-) Beschleunigung

as = ngv. (10)

Verwenden wir auch hier dass der Beschleunigungsvektor as in der Ebene des Ka-
rusells liegen wird, so erhalten wir das Gesetz as = Cov X w.

4. GauBintegrale (1045454 5 = 25 Punkte)

(a)

Um das Integral zu berechnen fiithren wir zuerst eine Substitution zu Polarkoordina-
ten x = rcos¢ und y = rsin ¢ durch. Die Jacobi-Determinante (im englischen als
Jacobian bezeichnet), die bei der Transformation auftritt, lautet |0(x,y)/0(r, ¢)| =
r. Das Integral nimmt damit die Form

oo 2
I—/ dr/ dore™" (11)
0 0

an. Wir konnen die Integration iiber den Winkel ¢ einfach ausfiithren, da der Inte-
grand nicht von ¢ abhéngt. Fiir die Integration {iber r verwenden wir, dass man
den Integranden als Ableitung schreiben kann

I=2r /000 drre™” =21 /000 dr (—%) (dire_rz) = —Tr[e_rz}zo =7. (12)



(b) Da Iy = VI = /7.
(¢) Fiir A < 0 divergiert das Integral. Fiir A > 0 erhilt man mit der Substitution
y = v Az direkt

oo o0 1
Io()\):/ dz e~ :/ dy\?)\e_y2 = ; (13)

(d) Wir sehen sofort dass

I :/ dzze™ =0 (14)

—00

da der Integrand eine ungerade Funktion ist, d.h. f(z) = ze " erfiillt f(—z) =

—f(z). Das Integral iiber ganz R verschwindet daher.

Zur Berechnung von I verwenden wir, dass wir einen Faktor z?

erzeugen konnen, indem wir Ip(A) nach A\ ableiten

I :/ drzle ™ :/_ dm(—%)e_mz

—00 o0

im Integranden

(15)

Nehmen wir an, dass wir Ableitung nach A und Integration iiber x vertauschen
konnen (das setzt die absolute Konvergenz des Integrals voraus), so erhalten wir

p=(-) [ =Cali =%

A=1 A=1 2



