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Infobox:

Dieses Ubungsblatt ist im Umfang eines halben Blattes gehalten, damit sich die Stu-
dent(inn)en auf die Ubungsklausur am Mittwoch, den 19.12.18, von 15:45 Uhr - 17:15
Uhr vorbereiten kénnen. Zur Klausur werden keine Hilfsmittel erlaubt sein. Schreibpapier
wird gestellt.

Die Horsaalaufteilung sieht wie folgt aus:

e Studenten, deren Nachnamen mit den Buchstaben A — M beginnen, finden sich im
Fritz — Haller — Horsaal ein.

e Studenten, deren Nachnamen mit den Buchstaben N — Z beginnen, finden sich im
Gaede — Horsaal ein.

Bitte seien Sie spétestens um 15:40 Uhr im jeweiligen Horsaal.

1. Dirac §-Distribution (25 Punkte)
Die Dirac §-Distribution ist {iber ihre Eigenschaft unter einem Integral definiert:
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Etwas anschaulicher lisst sich das interpretieren als eine Funktion' mit
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Mittels der Definition (1) sollen die folgende Eigenschaften bewiesen werden.

(a)

1
d(cx) = W(S(m) , wobei gelte a < 0 < b.
c
(b)
b
/ dr f(z)d'(x) = —f'(0) , wobei gelte a < 0 < b.
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wobei g(z) eine differenzierbare Funktion ist, die lediglich einfache Nullstellen x,, besitzt,
und die Summe iiber alle Nullstellen z,, geht.

Tipp : Es ist niitzlich das Intervall in die Bereiche um die Nullstellen herum zu untertei-
len, und zu linearisieren.

Die §-Funktion kann als Grenzwert einer Funktionenfolge dargestellt werden. Eine mogliche
solche Darstellung ist die Lorentzfunktionenfolge, gegeben als
1 «
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1Formal mathematisch handelt es sich nicht um eine Funktion, sondern um eine sogenannte Disbtribution,
d.h. ein lineares mathematisches Objekt, das einer Funktion (hier: f(z)) eine Zahl (hier: f(zo)) zuordnet.




(d) Zeigen Sie, dass die Definition (4) die Eigenschaft (1) erfiillt.
Tipp : Eigentlich miisste man lim,_,o [ dz ... berechnen, aber Limes und Integration

diirfen hier vertauscht werden. Das Integral [ 1122 = arctan(x) konnte niitzlich sein.

(e) Zeigen Sie, dass gilt
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indem Sie mittels Konvergenz erzeugendem Faktor a@ > 0 den Ausdruck
lim,—0 fjs % etkz—alkl petrachten.

. Harmonischer Oszillator mit beliebiger Anregung (25 Punkte)

Fiir einen geddmpften (v > 0) harmonischen Oszillator mit einer externen Antriebskraft,
beschrieben durch

F+yitwir=f(t), (6)
kann die allgemeine Losung x(t) geschrieben werden als
x(t) =crx1(t) + cawa(t) + Z(t) .

Hier beschreiben x; 2(t) die Losungen der homogenen Gleichung (d.h. bei f(t) = 0), und
Z(t) die partikulire Losung, d.h. eine bestimmte Losung der Gleichung (6). In der Vorlesung
haben Sie gesehen wie die partikulidre Losung Z(¢) mit Hilfe der Green‘schen Funktion
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(mit Q = /w3 — “’72) fiir beliebige Antriebskraft ausgedriickt werden kann als
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Da die homogenen Lisungen mit e~ 2% (oder schneller) exponentiell abfallen, ist das Lang-
zeitverhalten alleinig durch Z(t) beschrieben, d.h. z(t > v) ~ Z(¢). Im Folgenden sollen
verschiedene Antriebskréifte untersucht werden.

(a) Betrachten Sie eine harmonische Anregung der Form f(t) = foe™? und zeigen Sie,
dass die aus (7) resultierende partikulire Losung mit dem Resultat aus der Vorlesung
iibereinstimmt, d.h. Z(t) = fp A(w) ! mit A(w) = (wE — w? + iyw) L

(b) Bestimmen Sie die partikulére Lésung fiir die harmonische Pulsanregung f(¢) = fo d(sin(wt)).

Zeigen Sie anschlieflend, dass die Losung periodisch ist, d.h. Z(t + T') = Z(¢) mit der Pe-
riodendauer 7.



