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1. Rotierender Vektor konstanter Linge (10 Punkte)

Zerlegen wir zunéichst den Vektor b= b + by in Anteile b [| w und b; | w, so gilt

b=w(t)xb=w(t) x (b +bi) =w(t)xb. (1)

Wir lesen also ab, dass b sowohl senkrecht auf b, als
auch auf w steht. Aus der Sicht der Rotationsachse
ergibt sich also ein Bild wie in der Skizze gezeigt, mit db
einer infinitesimalen Anderung, bei der sich der Vektor
um den Winkel d¢ gedreht hat. Offenbar gilt fiir die
Betrége

db =1b, tan(d¢) ~ b, d¢
und damit %:bl%:mw:|w(t)><bL|:]w(t)xb\.
Fiir die Betrige ist (1) bereits erfiillt. Anhand der Skiz-
ze konnen wir direkt ablesen dass w(t) x b ebenfalls die
Richtung fiir % liefert. Damit ist die Gleichung (1) ge-
zeigt.

2. Drehimpuls (10 + 10 = 20 Punkte)

Ein Massenpunkt bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w auf der Innen-
seite eines auf der Spitze stehenden Kegels mit Offnungswinkel . Seine Bahnkurve
verlaufe in einer horizontalen Ebene, die den Abstand d zur Kegelspitze besitzt. Der
Drehimpuls I beziiglich der Spitze des Kegels, und dessen zeitliche Ableitung L sollen
nun auf zwei Arten berechnet werden:

(a) Fiir einen rotierenden Vektor konstanter Linge r ist die zeitliche Anderung (nach
Gleichung (1)) gegeben durch # = w x r. Damit ergibt sich fiir den gesuchten
Drehimpuls

L:rx(mv'“):mrx(wxr):m[rQw—(r-w)r], (2)

wobei wir die Identitidt a x (b x ¢) = (a - ¢)b — (a - b)c verwendet haben. Fiir die
Ableitung ergibt sich

L

=m2(r-7)w— (7 -w)r—(r w7
=m2(r - (wxr)w—((wxr) wr—(r w)(wxr)]
0 0
=-m(r w)(wxr). (3)

Somit ist die Ableitung des Drehimpulses L nur senkrecht zu w endlich. Im Um-
kehrschluss heifit das, die Ableitung Ljparallel zu w ist null, und somit ist die
Komponente Ljdes Drehimpulses erhalten.



(b)

Mit w = we, parametrisieren wir die Bahnkurve r(¢) (und berechnen deren Ablei-
tung 7(t))als

R cos(wt) — sin(wt)
rit)=| R sig(wt) , 7(t) = Rw cos(wt) =wxr(t), (4
0

mit R = dtan(«). Damit berechnen wir den Drehimpuls (und dessen Ableitung)

—d cos(wt) . sin(wt)
L=mr x7=mRw | —dsin(wt) , L = mRdw? | — cos(wt)
R 0

Wie zu erwarten war, ist nun die L, = mR?w Komponente erhalten. Wer sich von
der Giiltigkeit von (2) und (3) explizit iiberzeugen mochte, kann problemlos (4)
darin einsetzen.

3. Scheinkriifte (10415425434 10+ 7 = 70 Punkte)

(a)

Wir nutzen die transformierte kinetische Energie 7" [Gleichung (7) Blatt 12] (das
gestrichte Koordinatensystem aus Aufgabe 2 Blatt 12 entspricht unserem unge-
strichten System hier)

T:%i'2+mw (rx )+ %(wxr)2
=2 imr (F X w)+ T[w r’—(w-r)(w-r)],
2 \r =@ s

7 (wXr)

wobei wir die zyklische Vertauschung des Spatprodukts ausgenutzt haben, und die
Identitdt (a xb)-(exd) = (a-¢)-(b-d)—(b-¢)-(a-d) angewendet. Die Umschreibung
erleichtert die Ableitung nach 7 bzw 7 im Folgenden. Fiir die Lagrange Funktion
gilt L = T — V, wobei wir annehmen, dass V' = V(r) nur vom Ort abhingt.

Erinnerung, es gilt F' = (W(r) (Hier steht a fiir den Nabla-Operator.). Mit der

Lagrange-Gleichung ergibt smh

4oL _ oL
dt or  Or
2

7 mi+mwxr]=F+mrxw+m [wr—(w-r)w]

(wXxr)Xw

mr=F-2mwXr—-mwXxXr—mw X (wxXTr),

F. F, F.

wobei wir in der zweiten Gleichung die Identitéit (a x b) x ¢ = (a-¢)b— (b c)a
ausgenutzt haben. Da in Aufgabe 2 aus Blatt 12 keine Translation des Koordi-
natensystem unternommen wurde, kann aus dieser Rechnung die Kraft F'; nicht
resultieren.

Zunichst halten wir fest, dass die Azimutalkraft F, = 0 verschwinden muss, da
w = const. Es lisst sich schnell verfizieren, dass gilt w = w(—sinf,0,cosf) im
Koordinatensystem (e, ey, ;). Damit lésst sich berechnen

—1 cosf x cos? 0 + z sinf cos

wxP=w| cosh+zsinfd |, wx(wxr)=—w Y

—y sin 6 x sinf cosf + z sin? 0



womit sich die Corioliskraft und die Zentrifugalkraft direkt angeben lassen. (Der
eigentlich dominierende Anteil zur Zentrifugalkraft durch den rotierenden Vektor
P wird weiter unten hinzugefiigt.) Die wirkende Kraft ist die Gewichtskraft F' =
Fg = —mge,, die wir als einzig in die -e,-Richtung zeigend annehmen. Dies ist
genau genommen nur wahr, solange sich der Stein auf der e, Achse befindet. Sobald
x oder y endlich sind, hat F¢ auch Komponenten in jene Richtungen. Dieser Effekt
ist von der Gréflenordnung {z,y} /R, und damit bei Ablenkungen im Zentimeter
Bereich bei ca 1078, und kann fiir die Aufgabe vernachlissigt werden.

Es fehlt noch die Translationkraft. Dazu driicken wir P = P e, in Kugelkoordinaten

cos psin 6 cos p cos 6 —sin
e, = | sinpsing |, eg=| sinpcosf | , e, = CoS ,
cos 6 —sind 0

aus, und nutzen
e, = éeg + ¢sinfe,,
ey = —éer + @cosbe,,
e, = —psinfe, —pcosbegp.
Damit berechnen wir
P=Pe,,
P="Pe,.+ Pley + Pysinfe, ,
P (15 — P§? — Py sin? 9) er+ (Pé 2P0 — Pg? sinf cos 0) €6
v (P¢ sin @ + 2P sin @ + 2P cos 9) e, . (5)

Nutzen wir nun aus, dass P = R = const, 0 = const und ¢ = wt mit w = const, so
vereinfacht sich (5) zu

P = —Rw?sin’fe, — Rw’sinfcosfey .

Bei genauem Hinschauen erkennen wir, dass gilt e,=e., e,=e, und egp=e; , und
somit

P=—-R,w’sinfe, —RLWQCOSGB;E,

mit R, = Rsinf. Nun kénnen wir alles zusammenfiigen

mi=F—-mP—mwx (wxT)—2mw X7,

und erhalten die Gleichungen

= 2wy cos § + w?cosf[R) +x cosh + z sin b (6)
j = — 2w [Z cos B + Zsin 6] + wly (7)
Z=-g  +2wysind + w?sinf [R] + z cosf + 2 sin ] (8)

(c) Wie angegeben vernachlissigen wir die x cos@ und z sinf Terme in den eckigen
Klammern. Um die Bewegungsgleichungen zu entkoppeln, leiten wir (7) nach der
Zeit ab, und setzen schlieBlich (6) und (8) ein,

Y = — 2wlicosf+ Zsinf] + w2y
Y =—2w [(wa cos 0 + w? R, cosf) cosf + (—g + 2wy sinf + w? R, sinf) sin 9} + W’y
Y =2wgsin — 3 (4 — Dw? — 23R, .



(d)

()

Fiithren wir nun die Variable § = ¢ ein, sowie § = g — w?R = g(1 — &?) und a? =

4 — 1 = 3 (wir verwenden im Folgenden weiterhin a, um spéter zu zeigen, dass die
fiihrenden Terme nicht davon abhiingen, ob man den w?y Term in (7) mitgenommen
hat.), so einfacht sich die Gleichung zu einem harmonischen Oszillator

§ + a’w?j = 2wgsinb .
Diesen losen wir mit

2gsind
g = Asin(awt) + B cos(awt) + 2957

atw

wobel wir die partikulére Losung mit dem Ansatz g, = C' = const bestimmt haben.
Fiir die Anfangsbedingungen gilt ¢(0) = y(0) = 0 und g(0) = 4(0) = 0, wobei wir
die letzte Gleichung mit (7) berechnet haben. Aus 3(0) = 0 folgt sofort A = 0, und
aus 7(0) = 0 folgt dann B = —2§sin f/aw. Damit lautet die Losung

s ) 2gsin 0
3(0) = i(0) = 22300 11— cos(awt)]
und schliefflich
2§ sin 0 1.
y(t) = = [t - sm(awt)] 9)

mit y(0) = 0 wie gefordert.
Nun kénnen wir sowohl z(¢) als auch z(t) bestimmen. Mit (6) finden wir

4gsin 6
— gs12n cos 6 [1 — cos(awt)] + w? R, cosf
a
4gsin 6 1
= gs;n cos @ [t - — sin(awt)] + w?R, t cosh
a aw
4g si 1 1
z(t) = 9212110 cos @ [2152 + 22 [cos(awt) — 1]} + §w2RLt2 cos @, (10)

wobei wir direkt die Anfangsbedingungen z(0) = #(0) = 0 eingeflochten haben. Mit
(8) finden wir fiir z(¢),

16
Z=—g+ a—g sin? 0 [1 — cos(awt)] + w? R sin 0

4 1
i = —gt+ —g sin? 6 [t - — sin(awt)} +w?Rt sinf
a aw
1 44 1 1 1
2(t) = h — 591&2 + a—g sin? 0 [2752 + 2.2 [cos(awt) — 1]] + §W2Rﬂf2 sin¢, (11)

mit den eingearbeiteten Anfangsbedingungen 2(0) = 0 und z(0) = h.
Die charakteristische Fallzeit lautet 7 = /2h/g. In dieser (maximalen) Zeit nimmt
das Produkt den Wert wr ~ 27T | /% ~ 1073 < 1 (fiir eine Hohe von h = 500m)

ay
an. Fiir die dimensionslose Frequenz findet man @ = wy/R/g ~ 0.06 < 1.

Entwickeln wir nun die Losung r(t), d.h. (10),(9) und (11), fir wt < 1 bis zur



Ordnung O(#*), und fiihren schlieflich & und ¢ = ¢/7 ein, so ergibt sich

4G sin 6 1, 1 [1, ., 1 J1 01,
~ 5 -5 — - 12
x(t) 2 cos [Qt t a2 [ 2(awt) + 24(awt) + 5w R, t° cosf (12)
1 1
= gg sin @ cos 0 w?t* + §RLw2t2 cos 6
1 1 gt
= §Rw2t2 sin @ cos 6 <1 + 3 gR) (13)
259 . 2 h 9\
=hw"t" sinf cosf 1+§E(1—w )t (14)
~ h&?t? sinf cosf , (15)
2§ sin 0 1 ,
y(t) ~ 2 [t — a(awt — —(awt) )}
gsinf 4
= 16
; (16)

1 4g 1 1 1 1
2(t) = h — 5 t2 + a—g sin? @ [2152 + 2.2 {—2(awt)2 + 24(aout)4” + §w2RLt2 sin 6
(17)
1 1 1
=h-— let2 + §6w2t4 sin? @ + 50.12]%2 sin? 0 (18)
2
=h—ht? (1@2 sin20—§%(b2f2 sin20) (19)
2(t) ~ h — ht*. (20)

In den jeweils letzten Zeilen haben wir die Ndherungen @ <« 1 und h/R < 1
angewendet. Bedenke dass § = g(1 — @?) = g.

Fiir die Fallzeit (z(ty) = 0) finden wir

Z(tf):():h—hi% —>t~f:1,
d.h. in erster Naherung gilt weiterhin t; = 7 = %. Die Position des Auftreff-
punkts lautet damit
z(ty) = h@? sinf cosb . (21)

y(ty) = Q\fh\/gdj sinf . (22)

Es lasst sich schnell zuriickverfolgen, dass die z-Ablenkung durch die Zentrifugal-
kraft verursacht wurde (der dominierende Term in x ist der letzte in (12), welcher
von der Zentrifugalkraft stammt.), und die y-Ablenkung durch die Corioliskraft (y
ist linear in w und kann daher nur von der Corioliskraft herriihren).

Fiir die Ablenkungen berechnet man xz ~ 15,7¢m und y ~ 1,4 cm. In Abbildung
1 haben wir diese Ablenkungen als Funktion der Abwurfhéhe fiir das Karlsruher
Physikhochaus geplottet.
Insight: Wiisste man nicht auf welchem Breitengrad der Erde man sich befindet,
konnte man durch dieses ’simple’ Experiment sowohl den Winkel 6, als auch den
Erdradius R bestimmen.



60 -

50
— x/cm
40 ylcm
30f

20+

h

T I I I I
0 100 200 300 400 500 m

Abbildung 1: Ablenkung in z und y Richtung als Funktion der Abwurfhohe A nach Glei-
chungen (21) und (22). Gewihlt wurde § = 41°, was ungeféihr Karlsruhe entspricht.



