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1. Sphärische Koordinaten:

(a) Zuerst drücken wir die Komponenten des Ortsvektors als Funktionen von r, ϑ und
ϕ aus:

r = r sinϑ cosϕ ex + r sinϑ sinϕ ey + r cosϑ ez.

Dann finden wir laut der Definition

er =
r

r
= sinϑ cosϕ ex + sinϑ sinϕ ey + cosϑ ez;

eϑ =
∂er
∂ϑ

= cosϑ cosϕ ex + cosϑ sinϕ ey − sinϑ ez;

eϕ =
1

sinϑ

∂er
∂ϕ

= − sinϕ ex + cosϕ ey.

(b) Nun finden wir die kartesischen Einheitsvektoren als Funktionen der sphärischen
Einheitsvektoren. Wir berechnen die inverse Transformationsmatrix (dies ist eine
orthogonale Matrix, deswegen M−1 = MT ) und finden

ex = sinϑ cosϕ er + cosϑ cosϕ eϑ − sinϕ eϕ;

ey = sinϑ sinϕ er + cosϑ sinϕ eϑ + cosϕ eϕ;

ez = cosϑ er − sinϑ eϑ.

Jetzt finden wir den Ortsvektor:
r = rer.

(c) Die Geschwindigkeit ist die Zeitableitung des Ortsvektors:

v(t) =
d

dt
r(t) = ṙer + rėr.

Die Ableitung des Einheitsvektors berechnen wir mithilfe der Definitionen der Ein-
heitsvektoren:

ėr = ϑ̇ eϑ + ϕ̇ sinϑ eϕ.

Deswegen
v(t) = ṙer + rϑ̇ eϑ + rϕ̇ sinϑ eϕ.



(d) Die Beschleunigung ist die Zeitableitung der Geschwindigkeit:

a(t) =
d

dt
v(t) = r̈er + ṙėr +

(
ṙϑ̇ + rϑ̈

)
eϑ + rϑ̇ ėϑ

+
(
ṙϕ̇ sinϑ + rϕ̈ sinϑ + rϕ̇ϑ̇ cosϑ

)
eϕ + rϕ̇ sinϑ ėϕ.

Die Ableitungen der Einheitsvektoren berechnen wir mithilfe der entsprechenden
Definitionen:

ėϑ = −ϑ̇er + ϕ̇ cosϑ eϕ,

ėϕ = −ϕ̇ sinϑ er − ϕ̇ cosϑ eϑ.

Letztendlich finden wir

a(t) =
[
r̈ − rϑ̇2 − rϕ̇2 sin2 ϑ

]
er +

[
2ṙϑ̇ + rϑ̈− rϕ̇2 sinϑ cosϑ

]
eϑ

+
[
2ṙϕ̇ sinϑ + rϕ̈ sinϑ + 2rϕ̇ϑ̇ cosϑ

]
eϕ.

2. Zweidimensionale beschleunigte Bewegung:

(a) Die zwei Komponenten des Ortsvektors sind

x(t) = at, y(t) = −bt2.

Wir lösen die erste Gleichung nach der Zeit auf

t =
x

a
,

und ersetzen hiermit die Zeit in der zweite Gleichung

y(x) = − b

a2
x2.

(b) Die Geschwindigkeit ist die Ableitung

v(t) =
d

dt
r(t) = aex − 2btey.

Die Beschleunigung ist die zweite Ableitung

a(t) =
d2

dt2
r(t) =

d

dt
v(t) = −2bey.



(c) Den Winkel zwischen zwei Vektoren finden wir mithilfe des Skalarprodukts

A ·B = AB cosϑ ⇒ cosϑ =
A ·B
AB

.

Für die Geschwindigkeit und die Beschleunigung gelten:

v · a = 4b2t, v =
√
a2 + 4b2t2, a = 2b,

deswegen

cosϑ =
2bt√

a2 + 4b2t2
.

Einen einfachen Ausdruck finden wir für den Tangens

tanϑ =
a

2bt
.

(d) Die mittlere Geschwindigkeit ist

〈v〉 =
1

t

t∫
0

dt′v(t′) = aex − btey.

3. Eindimensionale beschleunigte Bewegung:

Die Beschleunigung als jeder Vektor kann man in einer beliebiger Basis ausdrücken.
Hier wählen wir die Einheitsvektoren in der tangentialen und der normalen Richtungen
als Basisvektoren:

a = aτeτ + anen.

Weil die Einheitsvektoren senkrecht zueinander sind, gilt

aτ = aeτ .

Die tangentiale Richtung ist die Richtung der Geschwindigkeit

eτ =
v

v
, v = |v|.

Die tangentiale Beschleunigung ändert den Betrag der Geschwindigkeit

aτ = v̇.

Jetzt umschreiben wir die gegebene Relation

aτ = aeτ ⇒ v̇ = a
v

v
.

Die Geschwindigkeit ist die Zeitableitung des Ortsvektors

v = ṙ.



Weil a zeitunabhn̈gig ist, gilt

av = aṙ =
d

dt
(ar).

Da der gegebene Vektor a parallel zur x-Achse ist gilt

ar = ax, ⇒ a = |a|.

Jetzt finden wir

vv̇ =
d

dt
(ar) ⇒ d

dt

(
v2

2

)
=

d

dt
(ax) .

Mit der Anfagsbedingung v(x = 0) = 0 ist die Lösung

v =
√

2ax.


