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1. Komplexe Zahlen:

(a) (2 Punkte)

∣∣∣∣z1 + z∗2
z3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 + 2i+ 2 + 3i

4 + i

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3 + 5i

4 + i

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(3 + 5i)(4− i)
17

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣17 + 17i

17

∣∣∣∣ =
√

2.

(b) (2 Punkte)

Re

(
z1
z2

)
= Re

(
1 + 2i

2− 3i

)
= Re

(
(1 + 2i)(2 + 3i)

13

)
= Re

(
−4 + 7i

13

)
= − 4

13
.

(c) (2 Punkte)

zi2 = ei ln z2 = ei ln(2−3i) = ei(
1
2
ln 13−i arctan 3

2) = earctan
3
2

[
cos

ln 13

2
+ i sin

ln 13

2

]
.

(d) (2 Punkte)

ln
z3
z1

= ln
4 + i

1 + 2i
= ln

(1− 2i)(4 + i)

5
= ln

6− 7i

5
=

1

2
ln

17

5
− i arctan

7

6
.

(e) (2 Punkte)

arg (z∗1z3) = arg [(1− 2i)(4 + i)] = arg [6− 7i] = − arctan
7

6
.



2. Schwingungen I:

(a) (6 Punkte)

Die Koordinate als Funktion der Zeit ist

x(t) = 2 cos
(
ωt− π

4

)
− 3 sin

(
ωt− π

4

)
.

Hier

x(0) = 2 cos
(π

4

)
+ 3 sin

(π
4

)
=

5
√

2

2
,

x(t) = 0 ⇒ t = t(0)n ≡
π

4ω
− 2

ω
arctan

√
13 + 3

2
+ πn, n ∈ Z,

ẋ(t) = 0 ⇒ t = t(1)n ≡
π

4ω
− 2

ω
arctan

√
13− 2

3
+ πn, n ∈ Z,

x
(
t
(1)
0

)
=
√

13.

Die Geschwindigkeit vx als Funktion der Zeit ist

vx(t) = −2ω sin
(
ωt− π

4

)
− 3ω cos

(
ωt− π

4

)
.

Hier

vx(0) = −
√

2

2
ω,

vx(t) = 0 ⇒ t = t(1)n ,

v̇x(t) = 0 ⇒ t = t(0)n ,

vx

(
t
(1)
0

)
=
√

13ω.



Die Beschleunigung ax als Funktionen der Zeit ist

ax(t) = −ω2x(t) = −2ω2 cos
(
ωt− π

4

)
+ 3ω2 sin

(
ωt− π

4

)
.

Hier

ax(0) = −ω25
√

2

2
,

ax(t) = 0 ⇒ t = t(0)n ,

ȧx(t) = 0 ⇒ t = t(1)n ,

ax

(
t
(1)
0

)
= −
√

13ω2.

(b) (4 Punkte)

Die Geschwindigkeit vx als Funktion der Koordinate(vx
ω

)2
+ x2 = 13.

Die Beschleunigung ax als Funktion der Koordinate

ax = −ω2x.



3. Gedämpfter Oszillator:

(a) Wir verwenden den Ansatz
x(t) ∼ eλt.

Dann finden wir die Gleichung für λ

λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0 ⇒ (λ+ β)2 = β2 − ω2

0.

Wir unterscheiden drei Fälle.

• Starke Dämpfung
β2 − ω2

0 > 0.

Hier finden wir zwei reele Lösungen für λ

λ1,2 = −β ± γ, γ =
√
β2 − ω2

0 < β ⇒ λ1,2 < 0.

Die allgemeine Lösung für die Koordinate lautet

x(t) = e−βt
[
aeγt + be−γt

]
.

Die entsprechende Geschwindigkeit ist

vx(t) = −a(β − γ)e−(β−γ)t − b(β + γ)e−(β+γ)t.

Für die Anfangsbedingungen x = x0, vx = 0 finden wir die Konstanten a und b

x0 = a+ b,
0 = a(β − γ) + b(β + γ)

⇒ a−b = x0
β

γ
⇒ a = x0

β + γ

2γ
, b = −x0

β − γ
2γ

.

Deswegen, die Geschwindigkeit ist

vx(t) = − ω0x0

2
√

(β/ω0)2 − 1
e−βt

[
eγt − e−γt

]
.

• Kritische Dämpfung
β2 − ω2

0 = 0.

Hier gibt’s nur eine einzelne Lösung für λ

λ = −β.

Der Ansatz eλt ist jetzt unzureichend. Probieren wir

x = ϕ(t)e−βt.

Wir finden

ω2
0ϕ(t)e−βt+2β

[
ϕ̇(t)e−βt − βϕ(t)e−βt

]
+ϕ̈(t)e−βt−2βϕ̇(t)e−βt+β2ϕ(t)e−βt = 0

⇒ ω2
0ϕ(t)e−βt − β2ϕ(t)e−βt + ϕ̈(t)e−βt = 0 ⇒ ϕ̈(t)e−βt = 0.



Im letzten Schritt haben wir β = ω0 verwendet. Die letzte Gleichung lösen wir
mit

ϕ(t) = a+ bt ⇒ x = (a+ bt)e−βt.

Die entsprechende Geschwindigkeit ist

vx(t) = −(a+ bt)βe−βt + be−βt.

Für die Anfangsbedingungen x = x0, vx = 0 finden wir die Konstanten a und b

x0 = a,
0 = −aβ + b

⇒ a = x0, b = βx0.

Deswegen, die Geschwindigkeit ist

vx(t) = −x0β2te−βt.

• Schwache Dämpfung
β2 − ω2

0 < 0.

Hier finden wir zwei komplexe Werte für λ

λ1,2 = −β ± iω, ω =
√
ω2
0 − β2.

Die allgemeine Lösung für die Koordinate lautet

x(t) = e−βt
[
aeiωt + be−iωt

]
.

Die entsprechende Geschwindigkeit ist

vx(t) = −a(β − iω)e−βt+iωt − b(β + iω)e−βt−iωt.

Für die Anfangsbedingungen x = x0, vx = 0 finden wir die Konstanten a und b

x0 = a+ b,
0 = a(β − iω) + b(β + iω)

⇒ a−b = x0
β

iω
⇒ a = x0

β + iω

2iω
, b = −x0

β − iω
2iω

.

Deswegen, die Geschwindigkeit ist

vx(t) = − ω0x0

2
√

1− (β/ω0)2
e−βt sin

(
t
√
ω2
0 − β2

)
.

(b) Betrachten wir jetzt die allgemeine Anfangsbedingungen x(0) = x0, vx(0) = v0.
Dann finden wir von der obigen Lösung für die schwach gedämpften Schwingung

x0 = a+ b,
−v0 = a(β − iω) + b(β + iω)

⇒ a− b =
x0β + v0

iω

⇒ a =
x0(β + iω) + v0

2iω
, b = −x0(β − iω) + v0

2iω
.

Deswegen, die Lösung für die Koordinate lautet

x(t) = x0

(
cosωt+

β + v0/x0
ω

sinωt

)
e−βt.

Im Limes ω → 0 finden wir

x(t)→ x0

[
1 +

(
β +

v0
x0

)
t

]
e−βt.



(c) Benutzen wir die obige Lösung für den kritischen Fall

x(t) = 0 ⇒ 1 +

(
β +

v0
x0

)
t = 0

mit der Lösung

t0 = − x0
v0 + βx0

.

Die gesuchte Bedingung lautet

t0 > 0 ⇒ x0
v0 + βx0

< 0.

(d) Die allgemeine Anfangsbedingungen für den Fall der starken Dämpfung ergeben

x0 = a+ b,
−v0 = a(β − γ) + b(β + γ)

⇒ a− b =
x0β + v0

γ

⇒ a =
x0(β + γ) + v0

2γ
, b = −x0(β − γ) + v0

2γ
.

Die Lösung für die Koordinate lautet

x(t) = x0

[
cosh γt+

β + v0/x0
γ

sinh γt

]
e−βt.

Jetzt finden wir die Nulldurchgang:

x(t) = 0 ⇒ cosh γt+
β + v0/x0

γ
sinh γt = 0 ⇒ tanh t = − γ

β + v0/x0
.

Da für t > 0
0 < tanh t < 1

finden wir die gesuchte Bedingung

v0
x0

< −β −
√
β2 − ω2

0.


