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1. Jupiter: (15 Punkte)

Die Umlaufzeit des Jupiters um die Sonne ist 12 mal so lang wie die der Erde. Ange-
nommen, die Planetenbahnen sind kreisférmig, finden Sie:

(a) wieviel mal der Abstand zwischen Jupiter und Sonne den Abstand zwischen Erde
und Sonne {ibersteigt;

(b) die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Jupiters im heliozentrischen Be-
zugssystem.

2. Gravitation: (10 Punkte)

Ein kleiner Koérper beginnt aus einer Entfernung, die dem Radius der Erdumlaufbahn
entspricht, auf die Sonne zu fallen. Die Anfangsgeschwindigkeit des Korpers ist im
heliozentrischen Bezugssystem gleich Null. Benutzen Sie die Keplerschen Gesetze, um
herauszufinden, wie lange der Korper fallen wird.

3. Sonnensystem I: (10 Punkte)

Ein Planet A bewegt sich auf einer elliptischen Umlaufbahn um die Sonne. In dem Mo-
ment, als er sich in der Entfernung ro von der Sonne befand, war seine Geschwindigkeit
gleich vy und der Winkel zwischen dem Radiusvektor ry und dem Geschwindigkeits-
vektor vy war gleich . Finden Sie die maximale und minimale Entfernung, die diesen
Planeten wéhrend seiner Bahnbewegung von der Sonne trennt.

4. Sonnensystem II: (15 Punkte)

Finden Sie ungefidhr die dritte kosmische Geschwindigkeit vz, d.h. die minimale Ge-
schwindigkeit, die einem Korper relativ zur Erdoberfliche verliehen werden muss, damit
er aus dem Sonnensystem entkommt. Die Rotation der Erde um ihre eigene Achse ist
zu vernachléssigen.



5. Bonus I: (25 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie die Gleichung gelernt (die Gleichung eines Kegelschnittes),
die die geometrische Form der Planetenbahnen beschreibt
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wobei M die Sonnenmasse, m die Planetenmasse, v die Newton’sche Gravitationskon-
stante, und L der Drehimpuls seien. Der Parameter ¢ definiert die geometrische Form
der Trajektorien

e <1 Ellipse

e =1 Parabel

e > 1 Hyperbel

Diese Gleichung erhielten wir als Losung der Differentialgleichung, die den Energieer-
haltungssatz beschreibt.

Alternativ kann man die allgemeine Theorie der Bewegung in einem Potential einer
Zentralkraft verwenden. Wie in der Vorlesung schon besprochen, ergibt diese Theorie
eine allgemeine integrale Form der Flugbahn
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Berechnen Sie das obige Intergal fiir den Fall der Gravitationskraft

V(r) = = fymMa

r

und zeigen Sie, dass das Ergebnis im Sinne der obigen Gleichung eines Kegelschnittes
ausgedriickt werden kann.

6. Bonus II: (25 Punkte)

Die Bewegungsgleichung eines mathematischen Pendels lautet
m$ + mwi sing = 0

wobei wy = \/g_/l die Schwingungsfrequenz im Falle kleiner Auslenkungen angibt. Die
Gleichung ist zwar mit elliptischen Funktionen analytisch noch losbar, dies soll hier
jedoch nicht geschehen. Stattdessen soll die Energieerhaltung ausgenutzt werden, um
die Periodendauer zu bestimmen. Dazu gehen Sie wie folgt vor.



(a) Legen Sie den Koordinatenursprung in die Aufhéngung des Seiles (siche Skizze)
in der (z, z)-Ebene, und beschreiben Sie sowohl die Trajektorie der Kugel auf der
Kreisbahn in Polarkoordinaten, als auch deren Geschwindigkeit. Nutzen Sie [ =
const.

(b) Driicken Sie nun die kinetische Energie der Kugel Ej;,(¢) und die potentielle Energie
E,ot(p) als Funktionen von ¢ aus. Wie grof} ist die maximale Auslenkung ¢, des
Pendels?

(¢) Nutzen Sie die Energieerhaltung um die Umkehrfunktion der Bahnkurve ¢(¢) zu
bestimmen, und zeigen Sie, dass fiir die Periodendauer gilt
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(d) Nutzen Sie cosa = 1 — 2sin?(a/2) und zeigen Sie, dass die Substitution sinz =
sin(¢/2)/ sin(pp/2) auf den Ausdruck
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mit k = sin(pq/2) fiithrt. Bei dem Integral handelt es sich gerade um das vollsténdige
elliptische Integral K (k).

(e) Bestimmen Sie die Abweichung zur harmonischen Schwingungsdauer Ty = 27 /wy,
in dem Fall £ < 1.
Tipp : Entwickeln Sie dazu den Integranden, und l6sen Sie anschlieend die resul-
tierenden Integrale. Das Integral
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mag niitzlich sein.



