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Aufgrund der neuen Coronaverordnung wird die Saaliibung (Mittwochs,; 16:00 Uhr) ab sofort nur
noch online stattfinden. Die Zugangsdaten hierzu werden auf Ilias veroffentlicht. Die Vorlesung
wird weiterhin in Préisenz stattfinden.

Aufgabe 1: Kugelkoordinaten

In kartesischen Koordinaten lautet ein beliebiger Vektor #im R3 ausgedriickt durch Kugelko-

ordinaten r, 6 und ¢
7 cos ¢ sin 6

7(r,0,¢) = | rsin¢sind
r cos 6
mitr>0,0<60<7,0<¢< 2.

(a) Bestimmen Sie die drei Einheitsvektoren €, €, und €p, indem Sie analog zu Aufgabe
4 von Ubungsblatt 6 vorgehen: Den Einheitsvektor €; erhalten Sie, indem sie die partielle
Ableitung g—f normieren. Die Einheitsvektoren sind also die Tangenteneinheitsvektoren
entlang der Koordinatenlinien.

(b) Zeigen Sie, dass €, €, und €y orthogonal aufeinander stehen.

(c) Wie lautet die Transformationsmatrix von einem Vektor k = (ky, ky, k)7 in kartesi-
schen Koordinaten auf den Vektor ausgedriickt in Kugelkoordinaten K= (kyy kg, k) T?
Hinweis: Arbeiten Sie mit k€, + kg€p + kg€, in kartesischen Koordinaten. Bestimmen
Sie zuerst die inverse Matrix. Die Matrix ist orthogonal.

(d) Zeigen Sie ausgehend von einem zeitabhédngigen Ortsvektor beginnend im Ursprung
7(t) = r(t)e,.(t), dass die Geschwindigkeit gegeben ist durch

dri(t . .
u(t) = :ZS& ) = re, + rfép + r¢sinfe,

Hinweis: Berechnen Sie die Zeitableitung von €, und betrachten Sie 7,6 und ¢ als
zeitabhéngige Grofen.

Aufgabe 2: Differentialgleichung - Ameise auf Gummiband

Eine Ameise befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 an einem Ende eines Gummibandes der
Lénge [y, das bei z = 0 an einer Wand befestigt ist. Die Ameise lauft auf dem Gummiband
mit einer Geschwindigkeit v4 auf das andere Ende zu, das mit der Geschwindigkeit v von der
Wand wegbewegt wird. Beriicksichtigt man sowohl die Geschwindigkeit der Ameise auf dem
Gummiband als auch die Geschwindigkeit, mit der das Gummiband gestreckt wird, erhélt man
fiir die Gesamtgeschwindigkeit der Ameise

z(t)
l() + Ugt.

(1)

l’(t) = V4 + Vg
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Wir wollen nun die Funktion z(t) bestimmen, die diese Gleichung erfiillt. Gleichungen dieser
Art, die eine gesuchte Funktion x(¢) und deren Ableitungen enthalten werden als Differential-
gleichungen bezeichnet und werden uns in Zukunft héufig begegnen.

(a) Begriinden Sie, dass die Geschwindigkeit der Ameise durch Gleichung gegeben
ist und zeigen Sie, dass fiir v4 = 0 die Funktion z(t) = a(lp + vet) mit a = const. eine
Losung der Differentialgleichung ist.

(b) Um die Differentialgleichungen fiir v4 # 0 zu l6sen, ersetzen wir nun die Konstante
a des vorherigen Aufgabenteils durch eine Funktion a(t). Setzen Sie den Ansatz x(t) =
a(t) - (lp + vat) in Gleichung (1)) ein und zeigen Sie, dass dies zu einer Gleichung fiir a(t)
fithrt, aus der Sie durch Integration a(t) bestimmen koénnen. Fiihren Sie die Integration
aus und passen Sie die Integrationskonstante so an, dass z(0) = 0. Damit erhalten Sie
die Losung der Differentialgleichung,

lo + ’Ugt
. 2
: 2)

(c) Berechnen Sie die Ableitung #(t) der in Aufgabenteil (b) bestimmten Losung
(Gleichung ) und zeigen Sie, dass diese die Differentialgleichung erfiillt.

(d) Welche Zeit benotigt die Ameise, um das andere Ende zu erreichen? Verwenden Sie
hierfiir vy = lem/s, vg = 10cem/s, [y = 1m.

o(t) = Z—;‘(zo + et log

Aufgabe 3: Differentialgleichung - Separation der Variablen

Wir betrachten nun gewohnliche (d.h. nur von einem Parameter x abhéngige) Differentialglei-
chung (DGL) erster Ordnung (d.h. nur die erste Ableitung nach x tritt auf) der Form

9(y(x))y (@) = f(z) mit y(x) =42,

Losen der DGL bedeutet wieder die Ermittlung der Funktion y(x) unter Beachtung eines
bestimmten Anfangswertes y(xg) = yo (Anfangswertproblem).

(a) Begriinden Sie, dass eine Losung obiger DGL gegeben ist durch
G(y) = F(z)+C und damit y(z) = G Y(F(z)+C),

wobei G und F' Stammfunktionen von g und f sind. C' ist eine beliebige Integrations-
konstante. Hinweis: Es benotigt keinen mathematischen Beweis. Erlautern Sie in zwei
Sétzen den Zusammenhang zur Kettenregel.

(b) Bestimmen Sie die Losung fiir den konkreten Fall der DGL ¢/(z) = —zy(z) fur
den Anfangswert y(1) = 2. Hinweis: Bringen Sie die Gleichung erst auf obige Form.
Schreiben Sie In |y| und héngen Sie sich nicht an mathematischen Feinheiten auf.

(c) Fiir gewohnliche DGLen erster Ordnung lasst sich ein Richtungsfeld zeichnen,
indem man in der z-y-Ebene fiir ausgewéhlte Punkte einen Pfeil mit der zugehorigen
Steigung y'(z) zeichnet. Skizzieren Sie das Richtungsfeld fiir die DGL ¢/(z) = —xy(x)
fir ganzzahlige Punkte (x,y) mit € [-3,3] und y € [—3, 3] in der a-y-Ebene. Zeichnen
Sie auch die Losung der vorherigen Teilaufgabe ein.

(d) Leiten Sie nun die in Aufgabe 2a angegebene Losung der DGL fiir v4 = 0 her,

indem Sie obiges Verfahren anwenden.
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