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Um alle Punkte zu bekommen, müssen alle Lösungen so weit wie möglich verein-
facht werden.

1. Vektordifferentialrechnung 4 Punkte

Gegeben sei das Vektorfeld

A(r) =
−1

σ

x(f(r) + 1)
y(f(r)− 2)
z(f(r) + 1)

 ,

wobei f(r) = e−
r2

2σ und σ > 0 eine reelwertige Konstante sei.

(a) [2 Punkte] Zerlegen Sie das Vektorfeld in einen wirbelfreien und einen divergenzfreien
Anteil.

Hinweis: Scharfes Ansehen, Überlegen und dann Überprüfen können hier eine längere
Rechnung ersetzen.

(b) [2 Punkte] Plotten Sie die Divergenz ∇ · A(r) mit der Jupyter-Notebook-Vorlage bei
z = 0.

2. Punktmassen im Ring 5 Punkte

Gegeben seien zwei Massen m1,2,m1 < m2, die sich reibungslos entlang eines Ringes bewe-

gen. Die Anfangsgeschwindigkeiten seien gegeben durch v
(0)
1 und v

(0)
2 = 0. Nehmen Sie im

Folgenden an, dass die Massen elastisch stoßen.

(a) [1 Punkt] Geben Sie einen Ausdruck für die Geschwindigkeiten der Massen nach dem

ersten Stoß v
(1)
1,2 an.

Hinweis: Benutzen Sie hier Ausdrücke aus der Vorlesung und formulieren Sie, als Emp-
fehlung, den Zusammenhang als Matrix-Vektor-Produkt.

(b) [4 Punkte] Berechnen Sie nun allgemein die Geschwindigkeiten der Massen nach dem

n-ten Stoß v
(n)
1,2 und betrachten Sie speziell den Fall m2 → ∞.



3. Rakete in einem Gravitationsfeld 9 Punkte

Eine Rakete mit Anfangsmasse M wird zur Zeit t0 = 0 auf der Erde mit einer Anfangs-
geschwindigkeit v0êz = 0 gestartet, wobei der Treibstoff eine Masse λM, 0 < λ < 1 hat.
Die Rakete bewegt sich mit Geschwindigkeit v(t)êz und der Treibstoff wird mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit −U êz relativ zur Rakete ausgestoßen. Zur Zeit t hat die Rakete
eine Masse m(t) und Geschwindigkeit v(t). Der Luftwiderstand und jegliche Änderung der
Erdbeschleunigung g können ignoriert werden.

(a) [3 Punkte] Mithilfe des Impulssatzes zeigen Sie, dass

m
dv

dt
+ U

dm

dt
= −mg,

indem Sie Terme höherer Ordnung der Form dmdv vernachlässigen.

Hinweis: Schreiben Sie den Impulssatz als dp = Fextdt, wobei Fext die äußere Kraft sei.

(b) [2 Punkte] Die Rakete hat eine Beschleunigung aR = αg êz, wobei α eine positive Kon-
stante sei.

Zeigen Sie nun, dass

m(t) = M exp

[
−g(α+ 1)

U
t

]
,

wobei exp(x) ≡ ex.

(c) [4 Punkte] Sei nun α = 1. Zeigen Sie, dass die kinetische Energie Ek der Rakete in dem
Moment t = T , wenn der Treibstoff komplett verbraucht ist, durch

Ek =
MU2(1− λ)

8
[ln(1− λ)]2

gegeben ist.

Hinweis: Bestimmen Sie zunächst einen Ausdruck für T .


