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Zur Bearbeitung der Programmieraufgaben dieses Blattes konnen Sie die Datei blatt04_vorlage.ipynb
als Vorlage nutzen.

Um alle Punkte zu bekommen, miissen alle Losungen so weit wie méglich verein-
facht werden.

1. Vektordifferentialrechnung 4 Punkte
Gegeben sei das Vektorfeld

Ly (#0) + D)
A = — (y(f)-2) |,
AF()+1)

l‘2 . .
wobei f(r) =e~ 20 und o > 0 eine reele Konstante sei.

(a) [2 Punkte] Zerlegen Sie das Vektorfeld in einen wirbelfreien und einen divergenzfreien
Anteil.

Die Zerlegung kann erfolgen iiber A(r) = D(r) + R(r), wobei D wirbelfrei und R
divergenzfrei ist

D(r) = —o~" -/ (r)
R(r) = -0 ! (ve, — 2ye, + ze.)

Das Vektorfeld D ist wirbelfrei, da D(r) = V f(r) und die Divergenzfreiheit von R folgt
durch Nachrechnen.

(b) [2 Punkte] Plotten Sie die Divergenz V - A(r) mit der Jupyter-Notebook-Vorlage bei
z=0.
Wir berechnen zunéchst die Divergenz

V-Ar)=V-D(r)= -0 '3 -0t -r?)f(r).

Dieser Ausdruck gilt also auch, wenn wir r auf die zy - Ebene einschréinken. Die Plots
sind in der Notebook-Musterlosung zu finden.



2. Punktmassen im Ring 5 Punkte
Gegeben seien zwei Massen mq 2, m; < may, die sich reibungslos entlang eines Ringes bewe-

gen. Die Anfangsgeschwindigkeiten seien gegeben durch ’UEO) und véo) = 0. Nehmen Sie im

Folgenden an, dass die Massen elastisch stoflen.

(a) [1 Punkte] Geben Sie einen Ausdruck fiir die Geschwindigkeiten der Massen nach dem

ersten Stofl v§12) an.

vgl) . T 1—-2x vio)

W)=t - )0 )
wobei z = M= Da z < 0 und vgo) = 0 sind die resultierenden Geschwindigkeiten
gerade die Kollisionsgeschwindigkeiten fiir den néchsten Stof.

Aus der Vorlesung;:

(b) [4 Punkte] Berechnen Sie nun allgemein die Geschwindigkeiten der Massen nach dem
n-ten Stof UY;) und betrachten Sie speziell den Fall mgy — co.

Mit
T 1—=x
M (1—}—30 —x)

sieht man, dass

M? =1
M27L —
M2n+1 _ M

und damit, dass

,U§2n) _ U§O)
véQn) ,UéO)
v§2n+1) B ®§1)
v§2n+1) ’Uél)
Es gilt bei véo) = 0 fiir my — o0, dass x — —1 und damit

-1 2
M%(O 1)

Also folgt



3. Rakete in einem Gravitationsfeld 9 Punkte

Eine Rakete mit Anfangsmasse M wird zur Zeit {5 = 0 auf der Erde mit einer Anfangs-
geschwindigkeit vpé, = 0 gestartet, wobei der Treibstoff eine Masse AM, 0 < A < 1 hat.
Die Rakete bewegt sich mit Geschwindigkeit v(¢)é, und der Treibstoff wird mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit —Ue, relativ zur Rakete ausgestolen. Zur Zeit ¢ hat die Rakete
eine Masse m/(t) und Geschwindigkeit v(t). Der Luftwiderstand und jegliche Anderung der
Erdbeschleunigung ¢g kénnen ignoriert werden.

()

[3 Punkte] Mithilfe des Impulssatzes zeigen Sie, dass

indem sich die Terme hoherer Ordnung wie dmdwv vernachlissigen lassen.
Hinweis: Schreiben Sie den Impulssatz als dp = Fextdt, wobei Feyy die duflere Kraft sei.

Die Rackete wird im Zeitraum dt¢ beschleunigt, sodass die Geschwindigkeit um dv grofler
wird. Der Anfangsimpuls des ganzen Systems ist deswegen durch

Po = mue,

gegeben. Danach hat das System einen Gesamtimpuls pr, wobei

pr = (m —dmt)(v+dv) + (v+ U)dmr
= [(m —dmr)(v+dv) + (v — U)dmr] €.,

wobei mT die Masse des ausgestofienen Treibstoffs ist. Es folgt nun, dass sich die Masse
der Rakete um dm reduziert. Das heifit:

dm = —dmr.
Deswegen gilt

pr = [(m + dm)(v + dv) — (v — U)dm] &,
— dp=pr —Po
= [(m+dm)(v+dv) — (v = U)dm — mv] é,
= —mgdteé,,

wobei die duflere Kraft durch Foy = —mgeé, gegeben ist.

= mv + mdv + vdm + dmdv — vdm + Udm — mv = —mgdt
= mdv + dmdv + Udm = —mgdt.

Der Term hoherer Ordnung dmdv lésst sich vernachléssigen, deswegen gilt

mdv + Udm = —mgdt.

= m— +U—— = —mg.

[2 Punkte] Die Rakete hat eine Beschleunigung ar = agé,, wobei « eine positive Kon-
stante sei.

Zeigen Sie nun, dass



wobei exp(z) = e”.

w_,
a Y
= mu« —|—Ud—m——m
g ar g
dm _ mg(a+1)
dt U
= mﬁz—ig(a+l) tdt’
M ™ U 0
my__glatl)
= ln(M>— i t
1
= m(t) = Mexp [Q(O‘UHt}.

(¢c) [4 Punkte] Sei nun « = 1. Zeigen Sie, dass die kinetische Energie F) der Rakete in dem
Moment ¢t = T, wenn der Treibstoff komplett verbraucht ist, durch

201 —
5 MU=

[In(1 — )
gegeben ist.

Hinweis: Bestimmen Sie zundchst einen Ausdruck fir T.

Zur Zeit t = T, hat die Rakete eine Masse m(T) = M — AM.

— M(1—\) = Mexp {—Q(O‘JI)T]

T —Uln(l—/\).
29

Um die kinetische Energie zu berechnen, brauchen wir die Geschwindigkeit der Rakete
v. Fiir a = 1, wissen wir aber schon, dass

dv _
a7
= v(T)=4T

= Fx = %m(T)vz(T)

1
= 5M(1 — \)g>*T?

_ MU2(1-))

S [In(1— )%
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[4]: import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

[6]: def function_2d( x, y, sigma ):
c = 1/sigma
r2 = Xk*k2+y**x2
return -cx(3 - c*r2)*np.exp(0.5%c*r2)

[6]: x = np.linspace(-1, 1, 50)
y = np.linspace(-1, 1, 50)
X, Y = np.meshgrid(x, y) # erstellt ein grid, auf dem die 2d - funktion,
—ausgewertet wird
plt.contourf( X, Y, function_2d(X, Y, 2), 40) # erstellt einen "filled",
wcontourplot

plt.colorbar ()

[6]: <matplotlib.colorbar.Colorbar at 0x7f4ed8d47a00>
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