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1. Fehlende Werte 3 Punkte

Ein korrupter Astronom hat die grolen Halbachsen und, sehr geduldig, die Umlaufzeiten von
drei Planeten gemessen. Er hatte vor, seine Methode und die Ergebnisse auf einer Konferenz
zu prasentieren aber bemerkt, dass zwei Werte verloren gegangen sind:

Planet | Grofle Halbachse (km) | Umlaufzeit (Erdjahre)
Erde ap =7 Tg =1

Merkur ant = 5,8 x 107 T = 0,24
Saturn ag = 1,4 x 10° Tg =7

Da die Konferenz bald beginnt, hat er keine Zeit mehr, die fehlenden Werte nochmal zu
messen. Deswegen entscheidet er sich, sie mithilfe der Keplerschen Gesetze zu bestimmen.

Reproduzieren Sie seine neue Methode und berechnen Sie diese Werte.

Kepler III:
2
w_1
P

Dadurch findet man ag ~ 1,5 x 108 und Tg ~ 29, 4.



2. Bezugssysteme 4 Punkte

Ein Massepunkt m bewege sich auf der Bahnkurve

r(t) =rozes + vsite, .
Geben Sie die Bahnkurve und kinetische Energie in den folgenden verschiedenen Bezugssy-
stemen an:

(a) [1 Punkt] Um einen Vektor d verschoben, sodass der Koordinatenursprung des neuen
Bezugssystems im alten System bei (ds, dy, d) liegt.

(b) [1 Punkte] Gleichférmig mit Geschwindigkeit v = v,e, bewegt, sodass fiir t = rg, /v,
die Koordinaten beider Systeme zusammenfallen.

Allgemeiner Ansatz r'(t) = r(t) — v,te, + c fithrt auf ¢ = rg ye, und damit
r'(t) =ro.(e: +e.), E'{#t)=0

(¢) [2 Punkte] Mit einem Winkel ¢(¢) um die z - Achse rotiert.
Mit der Drehmatrix

cos(¢(t))  sin(¢(t)) 0
M(t) = | —sin(¢(t)) cos(d(t)) 0| (1)
0 0 1

ergibt sich

r'(t) = M(t)r(t),
E'(t)=-m (rTMTMr + e MTMv +vTMT Mr + VTMTMV)

m (r2¢(t)2 + vg) ,

N = N =

wobei die Mischterme wegfallen, da Mv = v und Mr in der zy - Ebene liegt.



3. Zentrifugal- und Corioliskraft [6 Punkte]

Ein Massepunkt bewege sich entlang einer Helixbahn auf einem rotierenden Zylindermantel.
Die Winkelgeschwindigkeit der Zylinderrotation ist gegeben durch w = we,.

Im Folgenden wéhlen wir ein Bezugssystem, das mit dem Zylinder rotiert.

(a) [2 Punkte] Berechnen Sie die Corioliskraft
Fc=-2mwxr.
Mit r = re, + ze, haben wir r = gz.Sre¢ + Ze, und damit
Fc= —2mrw<ﬁ(ez X €y) = 2mrw¢'>e,,
(b) [2 Punkte] Berechnen Sie die Zentrifugalkraft
Fz = —mjw x (w x r)].
Wir haben
Fy; = —mrw’(e, x ey) = mrw’e,

(c) [1 Punkt] Wie miissten Sie ¢(t), z(t) wihlen, damit Fe + Fz verschwindet?

Die z - Komponente hat keinen Einfluss und damit folgt Fo + Fz = 0 = gf) =
—w/2 = ¢ = —w/2t. Der Massenpunkt muss also dem Zylindermantel mit halber
Winkelgeschwindigkeit entgegengesetzt rotieren.

Warum ist aber ¢ nicht —wt oder verschwindet? Dazu muss erwiahnt werden, dass ¢
relativ zum Zylinder gemessen wird, der kein Inertialsystem darstellt. Auf dem Zylinder
gilt Newton II also gerade nicht und damit ist nicht jeder stationéire Korper automatisch
kraftefrei. Wir fassen ¢ = —wt/2 wegen Fyiinder = Finertial + Fo + Fg auf als den Wert
fir ¢, bei dem gilt Finertial = Faytinder = mZi’:l Z;(t)e;(t). Nachrechnen fiir r = 1 und
eingeschrénkt auf zy - Ebene:

Fzylinder = mID(Wt)em + myD(wt)ey

= mw?/4 [ cos(—wt/2) Cf)S(Wt) ein(—wt/2) [ sin(wt)
sin(wt) cos(wt)
et /4 cos(wt/2)
sin(wt/2)

(d) [1 Punkt] Fiir welche Werte von ¢(t) dominiert die Corioliskraft die Zentrifugalkraft,
also |Fz| < |F¢|?

Wir haben |Fy| < [Fo| = || > 4.



4. Runge-Lenz-Vektor 5 Punkte

Das die Losungen des Kepler-Problems geschlossene Umlaufbahnen sind ist eine Besonder-
heit des Gravitationspotentials. Schon kleine Abweichungen fiihren zu Periheldrehungen.
Diese Besonderheit des 1/r-Potentials zeigt sich durch eine weitere (weniger offensichtliche)
Erhaltungsgrofle. Fiir das Zentralpotential

e
Vir)=——
()= -2
ist der Runge-Lenz-Vektor definiert als
A=pxL- mas .
r

Wie wir sehen werden sind die geschlossenen Bahnkurven eine direkte Folge der Erhaltung
des Runge-Lenz-Vektors:

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass der Runge-Lenz-Vektor A in der Bewegungsebene liegt.

Der Drehimpuls L ist erhalten und steht senkrecht zur Bewegungsebene. Da gilt

2

AL=pxL) - L-"%@wxxi)=0,

r

steht A wiederum senkrecht auf L, liegt also in der Bewegungsebene.

(b) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass wenn die Planetenbahnen minimalen bzw. maximalen Ab-
stand zur Sonne haben A parallel zu r ist. Er zeigt damit in Richtung des Perihels (oder
Aphels).

Hinweis: Fiir Extrema von r hat auch r2 = r?

ein BExtremum.

Wenn A parallel zu r stehen soll muss gelten A xr =0

Axr:m(fo)xr—@rxr:mL(f-r)—mf(rL)
T

d dr?  dr?
Fiir die Extrema gilt & _palsauch & = —y.# =0 und damit A x r = 0.
d¢ dt dt
(¢c) [2 Punkte] Nutzen Sie die Bewegungsgleichung um zu zeigen, dass A eine Erhaltungs-

grofle ist.

Die zeitliche Anderung des Runge-Lenz-Vektors ist gegeben durch

dA . r r-r
Es gilt Drehimpulserhaltung, also L = 0. Wir nutzen weiter die Bewegungsgleichung
p = —;z - und erhalten so
dA o ma . r(r-r) ma o ma. r(r-r)
TR L (rxp)—T [F— - | = 5 [r(r-)—1(rr)] - [F— = |=0

Somit zeigt der Runge-Lenz-Vektor in Richtung der grofien Halbachse und ist zeitlich kon-
stant. Woraus direkt folgt, dass die grofle Halbachse sich nicht zeitlich &ndert, also keine
Periheldrehung erfolgt.



Bonusmaterial:
Wir haben gesehen, dass Erhaltungsgréfien bei der Losung von Bewegungsgleichung hilfreich
sein konnen. Dies gilt auch fiir den Runge-Lenz-Vektor:

Legen wir die z-Achse in Richtung von A so ist A - r = Arcos ¢. Mit der Definition von A
A~r:(pr)~rfma£~r:(r><p)~Lfmar:L27mar:Arcos¢,
r

erhélt man direkt
L? _ L*/ma
moa+ Acosdp 1+ %cosq’) '

Ohne Integration oder das Losen von Differentialgleichungen.



