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1. Warm-up [6 Punkte]

Beantworten Sie in wenigen Stichworten die folgenden Fragen:

(a)

[1 Punkt] Eine Bahnkurve sei durch r(t) gegeben. Wie sind Tangenteneinheitsvektor t(t)
und Normaleneinheitsvektor n(t) definiert?

v(t) dt(t) | dt(t)
n() = <37/ |

[1 Punkt] Welche Koordinatentransformation beschreibt eine Galilei-Transformation?
r(t) = vot +1'(t)

[1 Punkt] Welche Bahnkurven beschreiben die Bewegung von Planeten im Gravitations-
potential der Sonne?

Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln

[1 Punkt] Wie lautet die allgemeine Losung x(t) der Bewegungsgleichung des ungeddmpf-
ten harmonischen Oszillators?

x(t) = agcos(wt + ¢) oder x(t) = ay sin(wy) + az cos(wt)
[1 Punkt] Wodurch zeichnet sich ein Inertialsystem aus?

Kréaftefreier Massepunkt befindet sich in Ruhe oder bewegt sich gleichférmig.
Alternativ:
Kriftefreier Massepunkt wird nicht beschleunigt, hat konstanten Impuls.



. Bahnkurve in 2D [10 Punkte]
FEin Massepunkt der Masse m bewegt sich in der xy-Ebene auf der Bahnkurve

at o3
r(t) = <poeat smwt)

poe™’ coswt
mit konstanten Parametern pg, o, w.

(a) [2 Punkte] Skizzieren Sie die Bahnkurve und unterscheiden Sie explizit die beiden Fille
a > 0 und a < 0. Die Bahnkurve beschreibt eine 2D Spirale mit dem zeitabhéngigen
Radius p(t) = ppe™ und einer Kreisfrequenz w. Fiir o < 0 (bzw. a > 0) nimmt der
Radius mit exponentiell mit der Zeit ab (bzw. zu).

(b) [2 Punkte] Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(¢) und Beschleunigung a(t) des Masse-
punkts. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung lassen sich direkt durch differen-
zieren des Ortsvektors nach der Zeit berechnen:

v(t) = dr(t)  (poe®(asinwt + w coswt)
T odt \poe™(acoswt — wsinwt)

und

alt) = d?r(t)  dv(t) — pett <(a2 — w?) sin wt + 2aw cos wt) .

T A Tt (a? — w?) coswt — 2aw sinwt

(c) [3 Punkte] Berechnen Sie den Tangenteneinheitsvektor t(¢) und den Normaleneinheits-
vektor n(t) der Bahnkurve. Berechnen Sie dabei den Kriimmungsradius R(t).

Der Tangenteneinheitsvektor t(¢) ist der normierte Geschwindigkeitsvektor. Dieser lautet

¢ « sin wt+w cos wt

oty = 2 _ (1 Verres

( ) - - o cos wt—w sin wt .
Vat+tw?




Der Normaleneinheitsvektor ist definiert durch n(t) = 948 /| dg—(tt)\ = 480 B it dem

dt dt V(D]
obigen Ergebnis erhalten wir

R(t)we™**(a cos wt—w sin wt)
n(t) = < po(a?+w?) )

_ R(t)we” **(asin wt+w cos wt)
po(a?+w?)

_ R(t)we ™" [ acoswt —wsinwt
B po(a? + w?) \ —asinwt — wcoswt

Um diesen Ausdruck noch abzuschlieflen benétigen wir noch den Kriimmungsradius.
Dieser ldsst sich durch die Norm des Normaleneinheitsvektors berechnen. Es gilt ndmlich
n(t) -n(t) = 1. Somit bekommen wir

R(t)we !
po(a? 4+ w?)
R(t)we™ !
po(a? +w?)

1 V(acoswt — wsinwt)? 4 (asinwt + w cos wt)?

vVa? + w?

Nach R(t) aufgelost liefert dies

1 at a\? at
R(t) = —vVa? 4+ w?ppe™ =4/1+ (—) poe™t .
w w

Somit lautet der Normaleneinheitsvektor

1 _ .
n(t): <acoswt wsmwt>'

Va2 + w2 \—wcoswt — asinwt

(d) [3 Punkte] Berechnen Sie die ab ty = 0 zuriickgelegte Strecke.
Im Fall o < 0, welche Strecke wird im Grenzfall t — oo zuriickgelegt?

Die ab tg = 0 zuriickgelegte Strecke, bzw. die Bogenlédnge ist definiert durch
t

()= [ lvie)iar’

mit [v(t')] = \/mpoeat/. Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir |[v(¢')| in die Bo-
genliinge ergibt sich
t / 1 Mt
S(t> = / a? + W2poeat dt’ = a? + w2p0 |:7eat :|
0 o 0

_ 2 2 PO (ot
=vVa*t+tw a(e 1)

Im Fall @ < 0, ist die im Grenzfall ¢t — oo zuriickgelegte Strecke

=t = (2

3. Bewegungsgleichung in einer Dimension, Trennung der Variablen [10 Punkte]

Die eindimensionale Bewegungsgleichung fiir ein relativistisches Teilchen in einem konstanten
Kraftfeld lautet

M(t)dﬁ:F.t7 M(ﬂ:#
c2 \dt

wobei F' > 0 die konstante Kraft, m eine konstante Masse und ¢ die Lichtgeschwindigkeit
ist.



(a)

[2 Punkte] Setzen Sie den Ausdruck fiir M(¢) in die Bewegungsgleichung ein. Losen Sie

danach die Bewegungsgleichung nach % auf.

Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir M(t) in die Bewegungsgleichung ergibt sich

d 2 dx\2
) =)
dx\2 dx\2
& mie (d—i) = F?? [62 - (d—?) } & (m?c + F*?) = P22

Da wir den Fall F' > 0 und Zeiten ¢ > 0 betrachten, folgt aus der Bewegungsgleichung
%f > 0; beim Ziehen der Wurzel behalten wir deshalb nur die positive Losung:

dz [ F2%t2¢2 Ft 1
Y 22 242
de m2c? + F2t m 1+(ﬂ)2

mc

[3 Punkte] Geben Sie das asymptotische Verhalten von v(t) = 9% fiir t — oo und fiir

t — 0 an, indem Sie im Ergebnis von (a) die rechte Seite fiir grofle und kleine ¢ betrachten.

Fiir kleine Zeiten ¢ (t — 0) gilt ££ < 1. Wir konnen also den Summanden (L) unter
der Wurzel vernachléssigen. Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit

de It
dt =~ m’
Fir grofle Zeiten t (t — o0) gilt % > 1. In diesem Fall kénnen wir folgende Néherung
vornehmen: /1 + (££)2 ~ £L_ Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit
dz  Ftmc
—_— K —— =C
dt m Ft
[3 Punkte] Bestimmen Sie die Losung von z(t) der Bewegungsgleichung mit Hilfe des
Ergebnisses von (a). Die Anfangsbedingung laute x(t = 0) = 0.

Hinweis: Beim Berechnen des auftretendes Integrals hilft eine Substitution der Art T =
c1 + cot? weiter.

Wir berechnen z(t), indem wir die Geschwindigkeit nach der Zeit integrieren:

e e A S

dt _ ; '

m R e o gy
Wir substituieren nun 7 =1+ (-£)2¢2, dr = if; t' dt’ und erhalten

3 e 1 mc? 14 (£L)2 Ft\2
- =T W = [ () -]
t) = me -~ _4r = - L R |

#(t) /1 F oyr  F VTl F e

[2 Punkte] Skizzieren Sie die Bahnkurve z(¢) und die Geschwindigkeit v(¢) als Funktion
der Zeit unter Beachtung der asymptotischen Regionen.

Ft 2

Fiir kleine Zeiten gilt (££)? < 1, und wir kénnen die Néherung (/14 (£L)2 ~ 1 +

mc

% (%)2 vornehmen. Damit ergibt sich
mc®1/Ft\2 F ,
paEL(E_ F

M~ 7 3ne) = am

Fiir groBe Zeiten gilt (££)2 > 1. In diesem Fall nidhern wir /1 + (££)2 ~ £L Damit

mc

ergibt sich
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// //
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4. Bewegung im eindimensionalen Potential [10 Punkte]

Ein Teilchen der Masse m mit der Energie E bewegt sich im Kraftfeld des Morse-Potentials
U(z)=Uy (1 - e_c’””)2 , mit a > 0.
(a) [1 Punkt] Skizzieren Sie das Potential.

2.5¢

—-0.5L

Abbildung 1: Das Morse-Potential fiir Uy = 1 und o = 1.

(b) [3 Punkte] Betrachten Sie zuniichst die Bewegung anhand der Skizze:

(i) Fiir welche Energie bleibt das Teilchen in Ruhe und wo befindet sich diese Ruhelage
I‘O?

Das Teilchen bleibt in Ruhe wenn seine Energie dem Minimum des Potentials ent-
spricht. Upin(20) = 0 und 2y = 0 sieht man direkt oder berechnet

dU(x)
dx xo

=20e" (1 —e ) =0—=20=0, Umnin=U(0)=0.

(ii) Fiir welche Energien bewegt sich das Teilchen in einem begrenzten Bereich?
Fiir Energien 0 < F < Uy bewegt sich das Teilchen in einem begrenzten Bereich.

(iii) Fiir welche Energien kann es sich auch bis ins Unendliche bewegen?

Fiir Energien E > Uj kann sich das Teilchen bis ins Unendliche bewegen.

(c) [2 Punkte] Bestimmen Sie im Fall der gebundenen Bewegung die Umkehrpunkte x; o
Die Umkehrpunkte ergeben sich aus der Bedingung E = U(x12) und damit

1 E
E=Uy(l—e ™22 = :—4(11 7)
0( e ) .’ELQ o n UO

(d) [2 Punkte] Nutzen Sie die Energieerhaltung, um die Bewegungsgleichung des Teilchens
zu 16sen. Geben Sie dabei die formale Losung t(z) an. Auftretende Integrale miissen
nicht explizit berechnet werden.



Die Energie ergibt sich aus kinetischer Energie und potentieller Energie

1
E= §mj:2 +U(x).

Man erhélt die Bewegungsgleichung durch Auflésen nach &

dx

2
T E[E— U(x)]

Trennung der Variablen und Integration

B z da’

[2 Punkte] Betrachten Sie nun ein Teilchen mit einer kleinen aber immer noch positiven
Energie. Durch welches Potential wird der Bereich um den Ruhepunkt xy angenéhert?
Welchem anderen physikalischen System entspricht dies?

Das Potential U(x) kann fiir kleine Energie durch entwickeln um xg = 0 angenéhert
werden als
U(z) =~ Up[1 — (1 — ax)]2 = Upa®2?.

Fiir kleine Energien entspricht das System also einem harmonischen Oszillator.



5. Harmonischer Oszillator mit j-féormiger Anregung [10 Punkte]

Ein harmonischer Oszillator mit Ddmpfung + und Eigenfrequenz wg wird durch eine Kraft
F(t) = 2md(t) getrieben:

B(t) + 2vi(t) + wiz(t) = F(t), (1)
wobei wy > 7y > 0 ist.
(a) [2 Punkte] Berechnen Sie den Realteil, sowie den Imaginérteil von der Fourier-transformierten

Z(w), indem Sie Gleichung (1) Fourier-transformieren.

Die Fourier-transformation lautet

Fw) = / T et

oo 2T

Fiir die Kraft bekommen wir

F(w) = /00 %2776(t)e_w =1.

oo 2m
Gleichung (1) Fourier-transformiert liefert

(—w? + 2w + wj) F(w) =1 [1 Punkt]

= (W) .
rT\ww) = ——————-
wd — w? + 2w
wi — w? 2yw

= 5 —1i 5 [1 Punkt]
(Wi —w?)" + (2w7)?  (wf —w?)" + (2w7)?

(b) [1 Punkt] Berechnen Sie die Phasendifferenz A¢(w) zwischen #(w) und F(w)

Die Phasendifferenz ldsst sich wie folgt berechnen

Jj(w) — |j(w)|eiA¢(w)
F(w)
mit Ag(w) = ¢z(w) — 0 = arctan (—wz“jﬁ). [1 Punkt]
0
(¢c) [2 Punkte] Skizzieren Sie die Amplitude |Z(w)| sowie Ag(w) fiir feste wy > 7.

Der Plot fiir Ag(w) sollte andersrum sein.

Hz (W) A

wo Mg 0 wo W

[Abbildungen: 141 Punkte]

(d) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Frequenzen Q4 = iy + /w3 — 72 komplexe Polstellen von
Z(w) sind.

(93 +2190s +f) =0= Qs =iy \/uf —7*  [1 Punki]

(e) [1 Punkt] Wie grof} ist das Verhéltnis der Periodendauer T'(y) der geddmpften Schwin-
gung zu der Periodendauer der ungeddmpften Schwingung T'(y = 0).
Hinweis: Die Periode ist definiert durch T =

() _ wo
TO) Vg7

2
[Re (Q)]"

[1 Punkt]



(f) [3 Punkte] Berechnen Sie die Phasendifferenz zwischen dem Impuls 5(Q4) = mo(Qy)

und der Auslenkung Z(24). Fiir welche Parameter wy und +, betréigt die Phasendifferenz
fulyd
7

Es gilt
p(w) = m(iw)Z(w) . [1 Punkt]
Die Phasendifferenz ldsst sich wieder berechnen durch

p(Q24)
(Q4)

= m(iQi)

i{arctan(;nz Egi; ) +%:|
= m|Qi|e

=m|Q4 |ei {amtan(i\/j +%}

i |::|: arctan (

Damit die Phasenverschiebung 7 betrégt muss arctan( \/‘ﬁ) = 0 gelten, d.h. y =0

oder wy — oo. [1 Punkt]
In beiden Fillen gilt v < wp; Im Prinzip 2 — 0.

+

[NE)

=)
\/‘”gj) ] . [1 Punkt]

=m|Qyle




